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CHAPITRE 1

Continuité d’une fonction numérique

RAPPEL — Ce que le chapitre vise

Capacités exigibles Prérequis

» Déterminer I'image d’un intervalle ou d’un seg- » Généralités sur les fonctions numériques.
ment par une fonction continue, ou continue
et strictement monotone.

» Limites et dérivation.

. . ) ) » L’étude des fonctions.
» Appliquer le théoréme des valeurs intermé-

diaires pour étudier une équation, une inéqua-
tion ou le signe d’une expression.

» Utiliser la dichotomie pour encadrer la solu-
tion d’une équation.

» Utiliser le théoreme des fonctions réciproques.

1.1 La continuité en un point

ACTIVITE 1 — Lecture graphique

On considere la fonction f dont la courbe représentative (Cy) est donnée ci-dessous.

Y

1) Déterminer graphiquement f(—6) et lim6 f(z). Que peut-on en déduire ?
T—>—

2) Déterminer graphiquement f(—2), thJr f(z) et lim f(z).
T——

T——2"

3) Que peut-on dire de (Cy) au point d’abscisse xg = —27
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DEFINITION 1 — Continuité en un point

Soit f une fonction numérique définie sur un intervalle ouvert I et zg € I.

On dit que f est continue en x( si et seulement si

lim f(z) = f(zo)

T—x0

REMARQUE 1

Retenir les trois conditions cachées derriere cette égalité : f est définie en xq, la limite zlgg f(z) existe,
0

et cette limite vaut exactement f(zo).

2
1
=, w#,
fl@)=772

2, z=1
est continue en 1.
Etape 1 : Calculer f(z9). Ona: f(1)=2.
Etape 2 : Calculer la limite en z;. Calculons :

2
. ot =1 o (r=1)(x+1) _
lim f(z) = lim 2= = lim —— 75— = limle+1) =2
Etape 3 : Comparer. Or lim1 flz)=2= f(1).
r—r
Conclusion : Par conséquent, f est continue en 1.
EXEMPLE 2 — Un cas de discontinuité

Montrons que la fonction g définie par

in(2

sin( x), © 40,

g9(z) = v

1, z=0

est discontinue en 0.
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On a g(0) = 1. De plus :

in(2 in(2
lim g(x) = lim sin(2z) = lim 2 x sin(2z)
z—0 z—0 T z—0 2x

Or 2 # 1, d’ou lin%g(ac) # ¢(0).
z—

Conclusion : Ainsi, g n’est pas continue en 0 : on dit qu’elle est discontinue en 0.

APPLICATION 1

Etudier la continuité de f au point g dans chacun des cas suivants.

JE—1

=2x1=2

, T F#1,

1) zg=1et f(x)=¢ z—1
3, r=1

3_8
T o #2

2) zp=2c¢t f(x) = ®—2
12, z=2

SOLUTION 1

1) On a f(1) = 3. Puisque z — 1 = (/o — 1)(y/z + 1) pour > 0 :

Vi-1 N 1

1
=1 =1 — =
il 71 esl(Vz—1)(vz+l) aolvzrl 2

1
Or 5 # 3 = f(1). Donc f n’est pas continue en 1.

2) On a f(2) = 12. Puisque 23 — 8 = (z — 2)(2® + 2z + 4) :

23 —8
lim
r—2 1 —

=lim(2? +22+4)=4+4+4=12.
r—2

Or 12 = f(2). Donc f est continue en 2.

Continuité a droite, continuité a gauche

DEFINITION 2 — Continuité a droite et a gauche en un point

» Soit f définie sur un intervalle de la forme [z¢;x9 + o[ avec a > 0. On dit que f est continue a
droite en zg si lim f(x) = f(xo).
I—}IS_
» Soit f définie sur un intervalle de la forme |z¢ — a; 20| avec a > 0. On dit que f est continue a

gauche en zp si lim f(z) = f(=zo).
ToTy
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F1CT) ) -/ o/
/? (o) m/‘:

zo o

>
>

Y

f est continue a droite en zg f est continue a gauche en xg

PROPRIETE 1

[ est continue en zy <= lim f(z) = lim f(z)= f(xo).
z—ma' ToTy

Autrement dit : f est continue en x si et seulement si elle est continue & droite et a gauche en xg.

EXEMPLE 3 — Etude d’une fonction définie par morceaux

Etudions la continuité en 0 de

Etape 1 : Valeur en 0. Puisque 0 < 0, on utilise la seconde expression : f (0)=3-0%=3.

- B=2 =X
Et 2 : Limite a droite. li = li =—=-2.0r—-2#3=f(0),d ‘est
ape imite A droite mir(l)lJr f(z) zir(l)lJr 1 ] r + f(0), donc f n’es

pas continue a droite en 0.

Etape 3 : Limite & gauche. lim f(z) = lim (3 —2%) =3 = f(0), donc f est continue & gauche
z—0~ z—0~

en 0.

Conclusion : f est continue a gauche en 0 mais pas a droite; d’apres la propriété précédente, f n’est
donc pas continue en 0.

APPLICATION 2

On considere f définie sur R par

rz—1, x>1,
(x—1)2, z<1.

-

1) Etudier la continuité de f & droite et & gauche en 1.

2) f est-elle continue en 17

SOLUTION 2

Onaf(1)=1-1=0.
1) A droite : lim (z —1) = 0= f(1), donc f est continue & droite en 1.

r—1+t

A gauche : hr{l (x —1)> = 0= f(1), donc f est continue & gauche en 1.
z—1—

2) Puisque f est continue a droite et a gauche en 1, elle est continue en 1.
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EXERCICE 1

1) Etudier la continuité de f au point zg :

V2z+3-1

y & _1’
a) zg=—1let f(z) = x2—1 7
o, 3 = =il
x+‘tan(2w)’ v 40,
b) zo =0et f(z) = sin(3z)
1, z = 0.

2) Déterminer la valeur du réel a pour que la fonction

4z% — 3z — 27
LS
fay=1 -3
a, r=3
soit continue en 3.
3) Soit g définie par
sm(wx), ey
glw) =4 z—1
a, xz =1

Déterminer a pour que g soit continue en 1.

INDICATION

Poser X = x — 1 et utiliser sin(7X + 7) = —sin(7X).

1.2 La continuité sur un intervalle

DEFINITION 3 — Continuité sur un intervalle

Soient a et b deux réels tels que a < b.

gauche en b.

REMARQUE 2

Continuité d'une fonction numérique

> [ est continue sur I'intervalle ouvert ]a; b[ si elle est continue en tout élément de cet intervalle.

» f est continue sur le segment [a; ] si elle est continue sur |a; b, continue & droite en a et continue a

On définit de la méme fagon la continuité sur les intervalles [a;b[, |a; b, [a; +o0] et | — oo; al.

f est continue sur [—2; 3] g n’est pas continue sur [—2; 3]

Lycée Technique Settat www.lyceemaroc.com
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PROPRIETE 2 — Continuité des fonctions usuelles

» Toute fonction polynéme est continue sur R. sur R.
» Toute fonction rationnelle est continue sur > I — /T est continue sur RY.
tout intervalle inclus dans son ensemble de 1
définition. » = — — est continue sur |—oo; 0[ et sur ]0; +o0[.
45
» Toute fonction constante est continue sur R. > = — tanz est continue sur tout intervalle in-
> = — sinz, x — cosz et z — || sont continues clus dans son ensemble de définition.

EXEMPLE 4 — Justifier la continuité sur un intervalle

1) f:2— 2°+ 23 + 422 + 3 est continue sur R parce qu’elle est une fonction polynome.
2
a5

2) g:xz— est continue sur |2; +oo[ parce que g est une fonction rationnelle et |2; +oo] C
:E pa—
D, =R\ {2}

REMARQUE 3

Une rédaction compléte comporte toujours deux éléments : la nature de la fonction, et I’intervalle
sur lequel on conclut.

APPLICATION 3

Soit f définie sur R par

1) Montrer que f est continue sur [—1; +o0].
2) Montrer que f est continue sur | — oo; —1].
3) Calculer f(—1) et montrer que f est continue a gauche en —1.

4) En déduire que f est continue sur R.

SOLUTION 3

1) Sur [—1;+oc[, f(z) = 522 + x — 2 est une fonction polynéme, donc f est continue sur [—1; +ool.

322+ 2z —1
2 -1

2) Sur | — oo; —1], f est la fonction rationnelle z ,et | —oo;—1[ C R\ {—-1;1}. Donc

f est continue sur | — oo; —1].
3)Ona f(-1)=5-1-2=2.Puisque 322 +2z—1=(z+1)Bz -V etx’ - 1=(z+1)(z - 1) :

1 =l -1 -4
lim f(z)= lim (z+ D3z 1) = lim se—1_ =4
z——1- z——1- (z+1)(z—-1) a25-1-2—-1 =2

2 = f(~1).

Donc f est continue a gauche en —1.

Conclusion : D’aprés 2) et 3), f est continue sur | — co; —1]; avec 1), f est continue sur R.

Lycée Technique Settat www.lyceemaroc.com Page 8 / 21


https://www.lyceemaroc.com/

Khalid Legdani Continuité d'une fonction numérique

La fonction partie entiére

DEFINITION 4 — Fonction partie entiére

La fonction qui, & tout réel x, associe I'unique entier relatif p vérifiant
plaxrx<p+1

est appelée fonction partie entiére. L’image de = est notée E(z).

EXEMPLE 5 — Calculs de parties entiéres

E(3,3)=3, E05)=0  FE(-7,99) = -8, E(g) ~1,

REMARQUE 4

Attention au cas des négatifs : E(—7,99) = —8 et non —7, car il faut p < x.

Yy
4

y = E(x)
3 —o
2 —o
1 ——O

PROPRIETE 3 — Conséquences

Pour tout z e Ret tout pe Z :

» E(z)=x<==x€Z;

» la fonction partie entiere est continue a droite en p et discontinue a gauche en p; elle n’est donc
pas continue en p;

» elle est continue sur tout intervalle [p;p + 1[.

1.3 Opérations sur les fonctions continues

PROPRIETE 4 — Somme, produit, quotient, racine

Soient I un intervalle de R, et u, v deux fonctions définies sur I.
1) Si u et v sont continues sur I, alors u + v, u — v, u X v, au (o € R), |u| et u™ (n € N*) sont

continues sur 1.

1
2) Si u est continue sur I et (Vo € I) u(x) # 0, alors — est continue sur I.
u
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u
3) Si w et v sont continues sur I et (Vo € I) v(z) # 0, alors — est continue sur I.
v

4) Si u est continue sur [ et (Vo € I) u(x) > 0, alors  — /u(x) est continue sur /.

EXEMPLE 6 — Rédiger avec les opérations

1) f:z+ 422 + 3 + sinx est continue sur R comme somme des fonctions continues = + 422 + 3 et
T +— sinz.

2) f:x > (22 4 2x)\/T est continue sur Rt comme produit des fonctions continues  — x2 + 2z et
T = .

Ccos T
3 T
) frm 2+ 1

4) f:x+— V2% + 2 est continue sur R : 2 — 2% + 2 est continue et 2% + 2 > 0 pour tout x € R.

APPLICATION 4

Montrer que f est continue sur I dans chacun des cas suivants.

1) flz) =

est continue sur R : c’est un quotient de fonctions continues et 2 4+ 1 # 0 sur R.

2) f(z) = o sinz, I =|1;+00[;

3) f(x)ZM7 I =10;3];

4) f(z)=vaz?2—-z+1, I=R.

SOLUTION 4

1) Sur [-3;+oco[ : 2 +3 > 0 donc = — /z + 3 est continue; z — 22 + 1 est continue et ne s’annule
pas. Le quotient est donc continu sur 1.

4 1
2) Sur ]1; +oo[ : 22 — 1 # 0, donc z v

> est continue; x — sinx est continue sur R. Le produit
m —

est continu sur I.

3) Sur [0;3] : > 0 donc = — /T est continue; 22 + 2z + 1 = (z + 1)? # 0 sur [0;3]. Le quotient est
continu sur [.

1\%2 3
4)Pourtoutx€R,:c2—:L‘+1:(x—ﬁ) —i—Z>0,et:cr—>a;2—:c+1estcontinuesurR.Doncf

est continue sur R.

PROPRIETE 5 — Continuité de la composée

Soient u et v deux fonctions, I et J deux intervalles.

1) Si u est continue en z( et v est continue en u(xg), alors v o u est continue en z.

2) Si u est continue sur I, v continue sur J et u(I) C J, alors v o u est continue sur 1.
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EXEMPLE 7 — Reconnaitre une composée

1) f: 2~ cos(z? + 3z — 2) est continue sur R. En effet f = v o u avec u(x) = 2% + 3z — 2 continue
sur R et v(z) = cosx continue sur R.

T T
2 cx— /| ————— est continue sur RT : f = vowu avec u(x) = ————, continue et positive
) f V1+sin?2z ! (2) 1+ sin?z’ P

sur R, et v(z) = y/z continue sur R*.

PROPRIETE 6 — Limite d’'une composée

Si %I_I{(ll u(z) = ¢ et si v est continue en ¢, alors

lim (v o u)(z) = v(¥).

Tr—a

APPLICATION 5

1) Déterminer u et v telles que f = v o w, puis montrer que f est continue sur [ :

a) f(z)=v2?—4,1=]-00;—-2];

b) f(z) =4/ ;jl,lz]l;—i-oo[;

(z)
c) f(z) =sin(222+1), I =R;
d) f(z) cos(\/as2+:n+1),I:R.

T+ 3
2 lculer li i .
) Calculer xirilws1n<2x_7)

SOLUTION 5

2
1.d) f =vowu avec u(z) = Va2 +x + 1 et v(x) = cosz. Comme 22 + 2+ 1 = (ac—i— %) +32>0, uest
continue sur R; v est continue sur R et u(R) C R. Donc f est continue sur R.

T + 3 m 7r
+ .Ona lim wu(x) = =. La fonction sin étant continue en —, la propriété
20— 7 T—>—+00 2 9

o in(m+3>— in<f>—1
x—H-ooS 2x — 7 =° 2)

2) Posons u(x) =

précédente donne

EXERCICE 2

1) Montrer que la fonction f définie par
3224+ 22 -1
f(z) = z2 -1

5+ 1 —2, x> -1

, < -—1,

est continue sur R.

2) Soit g définie sur | — 4; +oo[ par

< x#0
glz)=q VETi-2 ’
4, z=0

Etudier la continuité de g sur | — 4; +o0[.
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3) Soit h définie par
322 —4x—4

2 —x—2"

2 _
h(z) = vVt +5-3 r<2,

T > 2,

vVe+2-2’

8

-, T =2.

3

Déterminer Dy, montrer que h est continue en 2, puis étudier la continuité de h sur Dj,.

1.4 Image d’un intervalle par une fonction continue

DEFINITION 5 — Image d’un intervalle

L’image d’un intervalle I par une fonction f est I’ensemble des images des éléments de [ :

f)={f(z)/zel}.

PROPRIETE 7 — Image d’un intervalle, image d’un segment

» L’image d’un intervalle par une fonction continue est un intervalle.

» L’image d’un segment par une fonction continue est un segment.

maximum de f sur [a;b].

f([a;b]) = [m; M]

LY

EXEMPLE 8 — Lecture graphique d’'images d’intervalles

On consideére la fonction f dont la courbe est donnée ci-dessous.

YA
34 Cy

LY

-
N
w4
1L
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REMARQUE 5

On lit directement sur la courbe :

f(-5;-1]) =

f([2:4]) = [1; 3],

[—2;1],

Continuité d'une fonction numérique

f(=12]) = [-2%3],
f(-5;4])

=[-2;3].

Intervalle I

f strictement croissante

f strictement décroissante

[f(a); f(b)]

[£(b); f(a)]

fla); lim f(z)

Jlim f(2); f(a)

lim f(2); f(b)

F(b); lim f(z)

lim f(z); lim f(z)

lm f(z); lim_f(z)

[a; +-o00]

lim f(z); f(a)

T—r+00

] — o005 0]

i f(x); f(b)

f(v); lim f(x)

Il n’y a rien a apprendre par cceur :
I'ouvre du c6té ou ’on passe par une limite.

EXEMPLE 9 — Utiliser un tableau de variations

Soit f continue sur R*, de tableau de variations suivant.

Lycée Technique Settat

e Sur |0;1], f est strictement décroissante, donc

£00:1) = [0 tim, @) = i-rocl

www.lyceemaroc.com

T —00 -1 1 +o00
-2 +00 +00
—00 —00 2
Etape 1 : Repérer la monotonie sur I'intervalle demandé.
Etape 2 : Appliquer le tableau précédent.
e Sur | — oo; —1], f est strictement croissante, donc
F=o0i=1)) = | lim_f(a); £(~)| =] - oo; =2
Tr—r—00

Le crochet ouvert de [—2;1[ vient de la borne ouverte —5 : la valeur 1 n’est jamais atteinte. Sur
un segment fermé, 'image d’une fonction continue est toujours un segment fermé.

PROPRIETE 8 — Image par une fonction continue et strictement monotone

Soit f continue et strictement monotone sur un intervalle I.

on ferme le crochet du c6té ou la borne est atteinte, on

Page 13 / 21
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e Sur [1;4o00[, f est strictement croissante, donc

F([L400]) = | f(1); lim f(z)| = [2;+oo].

T—+00

APPLICATION 6

. 2z — 3
Soit f(z) = .

1) Déterminer Dy.

2) Etudier la monotonie de f sur chaque intervalle de D i

3) Déterminer f(]—oo;—2]), f(I=1;3]), f([2;4]) et f(]-1;+00]).

SOLUTION 6

1) Dy =R\ {-1} =] —o0; —=1[ U] — 1; 400].

2) Pour z # —1:
2(z +1) — (2z — 3) 5

fl(x) = @i 17 = GrE 0.

Donc f est strictement croissante sur | — oo; —1[ et sur | — 1; 4o0].

3) On calcule d’abord les valeurs et limites utiles :

f=Tr=7 f@ =3 f@=3 f@)=1

D’ou, f étant strictement croissante sur chacun des intervalles :
f(=o0;=2)) =127,  f(-1;3]) =] — 003 3],
f(z4) =[51],  f(-1;+00]) =] - o0;2].

1.5 Le théoréeme des valeurs intermédiaires

ACTIVITE 2 — Vers le T.V.I.

Soit f une fonction continue sur [a;b] telle que f(a) < 0 et f(b) > 0.

1) Tracer, a main levée, trois courbes différentes vérifiant ces conditions.
2) Dans chaque cas, la courbe coupe-t-elle 'axe des abscisses ?

3) Peut-on tracer une telle courbe sans couper I’axe des abscisses ? Que faudrait-il pour y parvenir ?

PROPRIETE 9 — Théoréme des valeurs intermédiaires (T.V.I.)

Soit f une fonction continue sur un segment [a; b].
Pour tout réel k compris entre f(a) et f(b), il existe au moins un réel ¢ € [a;b] tel que f(c) = k.

Autrement dit, ’équation f(x) = k admet au moins une solution dans [a; b].
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YA
JO) F--
k VAN y==k
f(@ / |
;, C‘l (‘2 ;-75

PROPRIETE 10 — Cas particulier trés utilisé

Soit f continue sur [a;b].
> Si f(a) x f(b) <0, alors I’équation f(z) =0 admet au moins une solution dans |a; b|.

» Si de plus f est strictement monotone sur [a;b], alors cette solution est unique.

EXEMPLE 10 — Rédaction type : existence et unicité

Montrons que 1'équation 2% + z + 1 = 0 admet une unique solution « telle que —1 < o < 0.
Posons f(z) = 2% + 2 + 1.
Etape 1 : Continuité. f est une fonction polyndme, donc continue sur R, en particulier sur [—1;0].

Etape 2 : Stricte monotonie. Pour tout z € R, f(z) = 322 +1 > 0, donc f est strictement
croissante sur [—1;0].

Etape 3 : Signe aux bornes. f(—1)=—-1-1+1=—1<0et f(0)=1> 0, don f(—1)x f(0) < 0.

Conclusion : D’apres le T.V.1., I'"équation f(z) = 0 admet une unique solution « dans ] — 1;0],
c’est-a-dire —1 < o < 0.

REMARQUE 6

Les trois étapes — continuité, stricte monotonie, signe aux bornes — doivent apparaitre explicitement
dans la copie. C’est ce qui est attendu a I’examen.

APPLICATION 7

5
1) Montrer que I’équation 223 — 522 — 3 = 0 admet une unique solution dans [5, 3].

1
2) Montrer que I’équation sinx + x + 3= 0 admet une unique solution dans {—%; O].

SOLUTION 7

1) Posons f(x) = 223 — 522 — 3. f est une fonction polynéme, donc continue sur {3;3}. De plus

5
f'(z) = 622 — 10x = 2x(3z — 5) > 0 pour z > 3 donc f est strictement croissante sur [g, 3}. Enfin

f(

Donc f(g) f(3) <0 et, d’apres le T.V.I., I'équation admet une unique solution dans }g, 3[.

Nt

J=2xB_5xB_3=18_15_3-_3<0, f(3=54-45-3=6>0.
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1
2) Posons g(x) = sinz + = + 59 est continue sur [—%;0] comme somme de fonctions continues.

g'(z) = cosz + 1 > 0 sur cet intervalle, donc g est strictement croissante. Enfin

g(-F)=—3-5+3=-%<0, g(0)=3>0

D’apres le T.V.L, I'équation g(x) = 0 admet une unique solution dans |—%;0].

La méthode de dichotomie

amplitude 252 amplitude ¥5¢

|

|

a
PROPRIETE 11 — Maéthode de dichotomie

On suppose que ’équation f(z) = 0 admet une solution « dans ]a;b[. On pose ¢ = aT—H), le centre
de l'intervalle, et on calcule f(c) :

» si f(a) x f(c) <0, alors « €]a; c[;

» si f(c) x f(b) <0, alors a €]c; b].

On recommence avec le nouvel intervalle, dont ’amplitude b — a est divisée par 2 a chaque étape,
jusqu’a obtenir ’amplitude demandée.

EXEMPLE 11 — Encadrer une solution par dichotomie

Soit f(z) = 23 — 622 + 6.

Etape 1 : Existence et unicité sur [—1;0]. f est continue sur [—1;0]. Pour = € [-1;0], f'(z) =
322 — 12x = 3z(z — 4) > 0 sur | — 1;0[, donc f est strictement croissante sur [—1;0]. Or f(—1) =
—1-6+6=—-1<0et f(0) =6 >0, donc f(—1)f(0) < 0. D’apres le T.V.L., il existe un unique
a €] —1;0] tel que f(a) =0.

Etape 2 : Premiére division. Le centre de [—1;0] est ¢; = —= et
f(-3)=-t-6xi+6=2>0
1 ].
Comme f(—1) x f(—ﬁ) <0O,ona—-l<a< ~3
c 3
Etape 3 : Deuxiéme division. Le centre de [—1; —%} est co = ~1 et

f(-3)=-Z-6xF+6="1>0

Comme f(—1) x f(—%) <0,ona

—1<a<—§l

3 1
Conclusion : Cet encadrement est d’amplitude i (—1) = 1= 0,25.
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EXERCICE 3

Soit f(z) = 223 + 3z — 4.
1) Montrer que I"équation f(x) = 0 admet une unique solution « dans R.
2) Vérifier que 0 < o < 1.
4
202 +3
4) Déterminer un encadrement de o d’amplitude 0,25.

3) Montrer que o =

5) Donner le signe de f sur R.

1.6 Fonction réciproque d’une fonction continue et strictement monotone

ACTIVITE 3 — Construire une fonction réciproque

Soit f définie sur I = [1;3] par f(z) = 2% — 2z.
1) Montrer que f est continue et strictement monotone sur I.
2) Déterminer Uintervalle J = f(I).
3) Soient z € J et y € I. Montrer que f(y) =z <= y=1++1+ux.
4) Vérifier que (Vx € I) (f Lo f)(x) =z et (Vo € J) (fo f)(z) = 2.

PROPRIETE 12 — Théoréme des fonctions réciproques

Si f est continue et strictement monotone sur un intervalle I, alors f admet une fonction
réciproque f~1 définie sur J = f(I).

PROPRIETE 13 — Propriétés de la fonction réciproque

Sous les mémes hypotheses, en notant J = f(I) :

» f~! est continue sur J ;

» f~! est strictement monotone sur J, de méme sens de variation que f sur I;
» (Cy-1) est le symétrique de (Cy) par rapport a la droite d’équation y = x;

> (Yzel) (f o f)(@) =z et (Vo ed) (fofN)(a)=a;
» fTI(JI) =1;
> (WeD(Veeld) fly)=z+< f(z)=y.

REMARQUE 7

Pour déterminer I’expression de f~!(z), on résout I'’équation f(y) = = d’inconnue y € I. La contrainte
y € I est ce qui permet de choisir entre les deux solutions quand il y en a deux.

EXEMPLE 12 — Déterminer une fonction réciproque

Soit f définie sur I = [0; +o00[ par f(x) = \/z.

Etape 1 : Vérifier les hypothéses. f est continue et strictement croissante sur I, donc elle admet
une fonction réciproque f~! définie sur J = f(I) = [0; +oo].
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Etape 2 : Résoudre f(y) =z avec y € I. Soit z € J :

fly) =2 = Jy=2 =y =12

et 22 > 0 appartient bien & I.

Conclusion : (Vz € J) f~1(z) =22

Yy
2
Cro):y =g .
(f 1) y /Y=
,
4 7
.
.
.
.
y
3 .
P
y
.
.
.
2 7
.
.
g CHiy=va
,
14
7
7
g
.
.
I >
= | >
. 1 2 3 4 €

Les deux courbes sont symétriques par rapport a la droite d’équation y = .

APPLICATION 8

Montrer que f admet une fonction réciproque f~! définie sur un intervalle J & déterminer, dans
chacun des cas :

1) f(z) =22 -2z +5, I =[1;+oo[;
2) f(z) =4z — 22, I =] - 00;2];

3) fla)=222—z+1,I= F;—i—oo[.

4
SOLUTION 8

1) f est une fonction polynéme donc continue sur I; f/'(z) = 2z — 2 > 0 sur [1; +00[ et ne s’annule
qu’en 1, donc f est strictement croissante sur /. Comme f(1) =4 et liIJIrl f(z) = +o0, on obtient
T—+00

J = [4; +o0].
2) f est continue sur I; f'(x) =4 — 2z > 0 sur | — 00;2], donc f est strictement croissante sur I.

Comme li)r_n f(z)=—occet f(2) =4,0ona J=]— oc0;4].

3) f est continue sur [; f'(x) =42 —1> 0 sur [}1; -1—00[, donc f est strictement croissante. Comme

1 1 7 7
Iy - _ = - _ g - = || ¢
f(4) g +1 3 etth f(x) = 400, on a J [8,+oo{.

EXERCICE 4

Soit f définie sur I =] — o0; 3] par f(z) = (V3 —x + 1)2.
1) Montrer que f admet une fonction réciproque f~! définie sur un intervalle J & déterminer.

2) Déterminer I'expression de f~!(z) pour tout z € .J.

1.7 Fonction racine n-iéme et puissances rationnelles
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ACTIVITE 4

Soit n € N* et f la fonction définie sur R par f(z) = ™.

1) Montrer que f admet une fonction réciproque f~! définie sur un intervalle J & déterminer.

Continuité d'une fonction numérique

2) Que représente f~! pour n =27

DEFINITION 6 — Fonction racine n-iéme

Soit n € N*. La fonction réciproque de la fonction z — x™ définie sur [0; +00] est appelée fonction
racine n-iéme. L’'image d’un réel positif = est notée {/x.

REMARQUE 8

Pour tout # € Rt : {/z = z et /= = /x. Le nombre /x est appelé racine cubique de x.

PROPRIETE 14

Soit n € N*. Pour tous z,y € RT :

> Vr=y<=zx=19"; > = — {/x est continue et strictement croissante
b V= e =y, sur R ;

> Yz < Yy<=z<y; >mli>r}rloo{l/a_c=+oo.

» Yz = (V)" ==x;

PROPRIETE 15 — Reégles de calcul

Soient n,m € N* et a,b € RT :

vax Vo=var, V=it w20,

"Wam = a, i/ Wa= "Ya.

EXEMPLE 13

W:\3/3_3=3, V3 < V/8 car 3 <S8, =32 z=V32=2.

PROPRIETE 16 — Résolution de 2" = a

Soient n € N* et a € R.
» Sin est impair : 2" = a <= z = {/a (pour a < 0, Ya = —{/|a|).
> Sinest paireta>0:2" =a<= 2 =={a.

» Sin est pair et a < 0 : ’équation n’a pas de solution.
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APPLICATION 9

Résoudre dans R les équations suivantes :

22 —25=0, z* = 16, 2’ =3,

SOLUTION 9

o 28 =25 avec 8 pairet 25 >0: 9 = {—\8/2_5,\8/2_5}
o2t =16:5={-2;2.

e 27 = 3 avec 7 impair : S:{\Vg}.

e 26 = 5avec6pairet -5<0:5=a.

7 = —5 avec 7 impair : S = {—\7/3}
o(3x— 4 =32=3z-4=2z2=2:5={2}.

REMARQUE 9 — Identités utiles

(A—B)(A24+ AB+ B?) = A>- B3 (A+ B)(A2 - AB + B%) = A3 4+ B3,
(VA-VB) (VA2 + VAVB+VB?) = A-

Ces identités servent a lever les formes indéterminées contenant des racines cubiques.

EXERCICE 5

1) Résoudre dans R : /4 —x = 2, puis /3z — 1 < 2.
VT2

z—2 ’
3) Comparer a = /3 et b= /2.

2) Calculer lim
T—2

Devoir a la maison

DEVOIR 1 — Synthése du chapitre

Exercice 1. Soit f définie par

2
-1
T a4,
f@)={To=1]
2, =l

Etudier la continuité de f en 1.

Exercice 2. Soit g(z) = 2° + 2% + 32 — 1.
1) Montrer que g est continue et strictement croissante sur R.
2) Déterminer g(R).

3) En déduire que I’équation g(x) = 0 admet une unique solution « dans R, puis montrer que
O0<a<l.

4) Déterminer un encadrement de v d’amplitude 0,25.
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1
Exercice 3. Soit h définie sur I = [2; +o0] par h(z) = s =
x J—
1) Montrer que h est continue et strictement monotone sur I.
2) Déterminer J = h(I).

3) Montrer que h admet une fonction réciproque h~! et déterminer h~!(z) pour tout x € J.
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