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CHAPITRE 1

Notions de logique

RAPPEL — Ce que le chapitre vise

Capacités exigibles

» Reconnaitre une proposition et déterminer sa
valeur de vérité.

» Utiliser correctement les connecteurs et les
quantificateurs.

» Ecrire la négation d’une proposition, méme
quantifiée.

» Choisir et rédiger le raisonnement adapté :

direct, contraposée, équivalences, disjonction
des cas, absurde, contre-exemple, récurrence.

Pourquoi ce chapitre est premier

La logique n’est pas un chapitre de plus : c’est
la langue dans laquelle tous les autres sont écrits.
Chaque démonstration de I'année utilisera 1'un
des raisonnements de ce chapitre.

Notations. La négation de P se note P ou «
non P »; la conjonction PA Q ou « P et Q »;
la disjonction PV @ ou « P ou Q ».

1.1 Proposition, fonction propositionnelle

ACTIVITE 1 — Vrai ou faux?

Recopier le tableau suivant et mettre une croix dans la case qui convient.

Enoncé

Vrai

Faux

Tout nombre pair est divisible par 4

La somme de deux nombres impairs est un nombre pair

v/2 est un nombre rationnel

La translation conserve les distances

La fonction x ~ 22 (ot z € R) est une fonction paire

DEFINITION 1 — Proposition

d’une proposition fausse.

les valeurs de vérité de celles-ci.

EXEMPLE 1 — Trois propositions

» P: 2+3=4 est fausse.
> Q: V3xvV2=16 est vraie.
» R: V3++v2>1 est vraie.

Lycée Technique Settat www.lyceemaroc.com

Une proposition (ou assertion) est un énoncé mathématique qui a un sens et qui est soit vrai, soit
faux, mais jamais les deux a la fois. On note V la valeur de vérité d’une proposition vraie et F' celle

Une table de vérité indique la valeur de vérité d’une proposition construite a partir d’autres, selon
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En revanche, « £ +1 =3 » n’est pas une proposition : sa valeur de vérité dépend de .

ACTIVITE 2 — Une expression qui dépend d’une variable

On considere I'expression A(z): z2 —x >0, ou z € R.
» Pour 2 = 2 : on obtient 22 — 2 > 0, proposition vraie.
» Pour z = % : on obtient % = % > 0, proposition fausse.

L’expression A(z) n’est pas une proposition, mais elle en devient une dés qu’on remplace x par un
réel donné.

DEFINITION 2 — Fonction propositionnelle

On appelle fonction propositionnelle tout énoncé contenant une ou plusieurs variables appartenant
a un ensemble E, et qui devient une proposition chaque fois qu’on remplace la (ou les) variable(s)
par un (ou des) élément(s) de E.

On la note A(z), P(z), A(z;y), ...

REMARQUE 1

Ce qui fait d’un énoncé une fonction propositionnelle, c’est la présence d’une variable, et non
le fait qu’il soit vrai pour certaines valeurs et faux pour d’autres. Ainsi 22 +1 > 0 (z € R) est une
fonction propositionnelle, vraie pour toutes les valeurs de x.

1.2 Les quantificateurs

DEFINITION 3 — Quantificateur universel, quantificateur existentiel

Soit P(x) une fonction propositionnelle, ot x appartient a un ensemble E.

» La proposition (Vz € E) P(x) est vraie si P(z) est vraie pour tous les éléments x de E; elle est
fausse dés que P(x) est fausse pour au moins un élément. Le symbole V se lit « pour tout » ou «
quel que soit ».

» La proposition (Jz € F) P(x) est vraie si P(z) est vraie pour au moins un élément = de E; elle
est fausse si P(z) est fausse pour tous les éléments. Le symbole 3 se lit « il existe (au moins) ».

» La proposition (d!z € E) P(x) est vraie s'il existe un et un seul élément z de E tel que P(z)
soit vraie. Le symbole 3! se lit « il existe un unique ».

REMARQUE 2 — Lecture

» Apres V, la virgule (ou les deux-points) se lit « on a » ou ne se lit pas; apres 3, elle se lit « tel que
».

» Les quantificateurs ne sont pas des abréviations : on ne les écrit pas au milieu d’une phrase en
francais.

EXEMPLE 2 — Valeur de vérité de propositions quantifiées

1) (Vr €R) 2?2 >0 est vraie.
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2) (Vr eR)z >0 estfausse: -1 €Ret -1 <0.

3) 3z €R) 22 =—1 est fausse : un carré de réel n’est jamais négatif.

4) (3z €R)z(z —1) <0 est vraie : = 1 convient, car § x (—%) < 0.

5) Az eR)2?—2v22+2=0 est vraie: 22 — 222 +2 = (z — v/2)” s’annule seulement en v/2.

APPLICATION 1 — Traduire en langage mathématique

Réécrire les propositions suivantes a ’aide des quantificateurs.
1) P : « La valeur absolue de tout réel non nul est strictement positive. »

2) P : « Il existe au moins un réel z tel que 222 — 3z = 0. »
3) Ps: « L’équation x — 2y/x + 1 = 0 admet une unique solution réelle positive. »

4) Py : « Le polynéme 3 + 222 — 3z 4 1 admet au moins une racine réelle. »

SOLUTION 1

Py : (Vz € R*) |z| > 0. Py: QzeR)z—2y/z+1=0.
Py: (3x € R) 22?2 -3z =0. Py: (FxreR)x®+22%2 -3z +1=0.

Démontrer une proposition quantifiée

RAPPEL — Les deux gestes de base

Pour montrer (Vz € E) P(z) : on commence par « Soit z € E » — c’est 'acte de naissance de z,
un élément quelconque de E — puis on démontre P(x) pour ce x.

Pour montrer (3z € E) P(z) : si 'on a un candidat en téte, on écrit « Posons = = ... » et on
vérifie qu’il convient. Un seul exemple suffit.

EXEMPLE 3 — Une proposition universelle

X

Mont Vr e R
ontrons que (Vz )w2+1

1
< -.
-2

Soit z € R. On a

x _1_29}—w2—1_—(1‘—1)2<0
2+1 2 2(z2+1)  2(22+1) ~

car (r —1)2>0et 22 + 1 > 0. D’ot1 le résultat.

EXEMPLE 4 — Une proposition existentielle

Montrons que (3z € R) sinz =x. Posons x =0 : on a bien sin0 = 0.
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L’ordre des quantificateurs

REMARQUE 3 — On ne permute pas n'importe comment

» On peut permuter deux quantificateurs de méme nature.
» En général, on ne peut pas permuter deux quantificateurs de natures différentes :
— dans (3x € E)(Vy € F) P(z;y), 'élément x est choisi une fois pour toutes : il ne dépend pas de
Y;
— dans (Vy € F)(3z € E) P(zx;y), 'élément x est choisi aprés y : il peut dépendre de y.

EXEMPLE 5 — La méme phrase, deux sens

« Pour toute personne, il existe un numéro de téléphone » est vraie : le numéro dépend de la personne.
« Il existe un numéro, pour toutes les personnes » est fausse : ce serait le méme numéro pour tout le
monde.

En mathématiques :

> (VzeR)(VyeR)z+y=2cet (Vy € R)(Vx € R) x + y = 2 ont la méme valeur de vérité : toutes
deux sont fausses.

» (Vy € R)(3z € R)  + y = 2 est vraie (il suffit de prendre z = 2 — y), alors que (3z € R)(Vy €
R) z + y = 2 est fausse.

APPLICATION 2 — Valeur de vérité

Etudier la valeur de vérité des propositions suivantes.

P: (AzeR)2?2=4 Ps: 3neN)(@meN)n—m=12
Po: (VreR) 2> +2+1>0| Ps: (WneN)(VYmeN)n—m =12
Py: (3zeN)3z-1=0 P;: (VneN)(@meN)n—m=12
Py: VzeR)|z|=2z Py: 3neN)(VmeN)n—m=12
SOLUTION 2
P, fausse : 2 et —2 conviennent. P5 vraie : n =12, m = 0.
Py vraie: A=-3<0eta=1>0. Py fausse : n=m = 0.
P; fausse : la seule solution % ¢ N. P; fausse : pour n = 0, il faudrait m = —12 ¢ N.
Py fausse : | — 1| =1# —1. Pg fausse : m prendrait une seule valeur n — 12.

1.3 Opérations sur les propositions

1.3.1 La négation

DEFINITION 4 — Négation

La négation d’une proposition P, notée P ou « non P », est la proposition qui est vraie si P est
fausse, et fausse si P est vraie.
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<
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EXEMPLE 6

» La négation de 3 > 2 est 3 < 2.
» La négation de (—2)% = 4 est (—2)? # 4.
» La négation de V2> 2est V2 <2; celle de V2 € Z est \/§§ZZ

PROPRIETE 1 — Négation d’une proposition quantifiée

» La négation de la proposition "(Va € E) : P(x)" est "(3z € E) : P(x)".
» La négation de la proposition "(3z € E) : P(x)" est "(Vz € E) : P(x)".

Meécanique : on change chaque V en 3 et chaque 3 en V, sans changer leur ordre, puis on nie la
proposition qui suit. Il n’est pas nécessaire de savoir si la proposition est vraie ou fausse pour écrire sa
négation.

EXEMPLE 7 — Sept négations

Proposition Négation
(Vxe[l;+o0))c+1€Z (Fre[lj+oo))z+1¢Z
BreR)z2+1=0 (VzeR) 22 +1+#0
(3neN)n?2=n (VneN)n?2#n

VzeR)z <0 (FzeR)xz>0
VzeR)(Fy<0)z+y>0 FzxeR)(Vy<0)z+y<0
Bz eR)(VWeR) 22 +¢y2=0| (VzeR)(FyeR) 22 + 42 #0
(FzeR)(TyeR)z+y<10 | (VzeR)(MVyeR)z+y > 10

Attention : dans « Jy < 0 », la condition y < 0 fait partie du quantificateur ; elle ne change pas
dans la négation.

1.3.2 La conjonction et la disjonction

DEFINITION 5 — Conjonction « et », disjonction « ou »

» La conjonction de P et @, notée P A Q ou « P et @ », est vraie uniquement lorsque P et @
sont vraies toutes les deux.

» La disjonction de P et @, notée PV Q ou « P ou @ », est vraie lorsque au moins une des deux
propositions est vraie.
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Q| P

HH < <
H < H <O

A
Vv
F
F
F

Mg < <<

REMARQUE 4 — Le « ou » mathématique est inclusif

En mathématiques, « P ou @ » est vraie aussi quand P et () sont vraies en méme temps. Ce n’est
pas le « ou » du menu « fromage ou dessert ».

EXEMPLE 8

> (=5 <2)V(5<2)est vraie; (=5 <2) A (5 < 2) est fausse.
> 3+2=6)V(3+2=05)est vraie; (3+2=06)A(3+2=05) est fausse.
> « 3 est impair et v/3 ¢ Q » est vraie.

PROPRIETE 2 — Lois de Morgan

PANQ < PVQ, PVvQ < PAQ.

Autrement dit : la négation échange « et » et « ou ».

REMARQUE 5 — Deux propositions toujours fixées

Pour toute proposition P :
» P A P est toujours fausse (principe de non-contradiction);

» PV P est toujours vraie (principe du tiers exclu).

1.3.3 L’implication

DEFINITION 6 — Implication

L’implication de P vers ), notée P — @Q et lue « P implique @ » ou « si P alors () », est la
proposition qui est fausse uniquement lorsque P est vraie et () est fausse. Elle est vraie dans
les trois autres cas.

Pl Q| P=Q
V|V A\
V| F F
F |V A%
F | F A%
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REMARQUE 6 — Ce qui surprend toujours

Quand P est fausse, 'implication P => @) est vraie, quelle que soit Q). Ainsi « 2+ 2 =5 = la Lune
est en fromage » est une proposition vraie. L’implication ne dit rien de ) tant que P n’est pas vraie.

EXEMPLE 9

24+2=4)=3>1)
(2+2=5)=(3>1)
(24+42=4)= (1>3) estfausse (V= F).

(—2)2 =22 — —2=2 est fausse : c’est pourquoi on ne peut pas « simplifier les carrés ».
V24 /3 =1/5 =5 est premier est vraie (F = V).

est vraie (V = V).
est vraie (F = V).

>
>
>
>
>

PROPOSITION 1 — L’implication s’écrit avec « non » et « ou »

(P=Q) < (PVQ)

Par conséquent, la négation d’une implication n’est pas une implication :

P—=Q < (PNQ)

EXEMPLE 10 — Démonstration par une table de vérité

Pl Q|P | PvQ|P=Q
V|IV|F| V A%
V| F|F| F F
F|V| V| V A%
F|F|V| V A

Les deux dernieres colonnes sont identiques.

Application. La négation de (Vz € R) (z > 2= 2% > 4) est (2 € R) (z > 2 A 2% < 4).

1.3.4 L’équivalence

DEFINITION 7 — Equivalence

L’équivalence de P et @, notée P <= @ et lue « P équivaut a Q) » ou « P si et seulement si Q) », est
vraie lorsque P et ) ont la méme valeur de vérité.

P|lQ | P=Q | P=Q|Q=P
VIV Vv A% A%
V| F F F A%
F |V F A% F
F | F vV vV A%

La table montre que | (P < Q) < [(P = Q) A (Q = P)]|.
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EXEMPLE 11

> (24+2=4)<= (4=4) est vraie; (242 =4) <= (4 > 5) est fausse.
> V32442 =7 <= Test impair est fausse (F < V).

DEFINITION 8 — Condition nécessaire, condition suffisante

Lorsque I'implication P = @ est vraie :
» P est une condition suffisante pour @ : il suffit d’avoir P pour avoir @ ;
» (Q est une condition nécessaire pour P : il faut avoir () pour avoir P.

Lorsque P <= (@) est vraie, P est une condition nécessaire et suffisante (CNS) pour Q. Les
expressions « si et seulement si », « il faut et il suffit » et « CNS » signifient toutes <.

EXEMPLE 12 — Nécessaire n’est pas suffisant

Pour qu'un entier soit divisible par 4, il faut qu’il soit pair (condition nécessaire), mais cela ne suffit
pas : 6 est pair et non divisible par 4.

APPLICATION 3 — Valeur de vérité

Déterminer la valeur de vérité de chacune des propositions suivantes.

1) V2+1<+3 ) V2¢Q=2¢Q
2) (% EQ) ou (\/§<O) 8) 17 premier = 31 premier

3) (2022 est premier) et (3 divise 2023) 9) 2223 > 2322 — (V4 € N ou —v/4 € N)
4) (\/5 < 2) ou (—\/5 < —2)

5) t>5oumeN

6) Vi<l 3va<3 11) (1+\/§)2:3<:>(\/m)2:2+\/§

SOLUTION 3

10) V2 < 1 <= 112 = 100

2
1)F: (V2+41) =3+2/2>3. TVF:V=F(2€Q).
2)V:2eQ ) V:V=V.
"5 . . ; ; _
3) F : 2022 est pair (et 3 12023). 9) V : la conclusion est vraie (v4 = 2 € N).

4)V:\/3>2donc—\/5<—2. 10)V:F<:>F'2
5) V: 7 >5et e N sont fausses toutes deux. 11) F (1 + \/5) = 3+42v/2 # 3, tandis que la
6) V:F=F. seconde est vraie.

1.4 Les lois logiques

DEFINITION 9 — Loi logique

Une loi logique est une proposition construite a partir de propositions P, @), R, ... a 'aide des
connecteurs, et qui est toujours vraie, quelles que soient les valeurs de vérité de P, Q, R, ...

Pour montrer qu’'une proposition est une loi logique, il suffit de dresser sa table de vérité et de constater
que sa derniére colonne ne contient que des V.
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ACTIVITE 3

Dresser la table de vérité de P = (Q = P). Qu’observe-t-on ?

PROPOSITION 2 — Les lois logiques usuelles

Soient P, () et R trois propositions. Les propositions suivantes sont des lois logiques.

1) PP 9) PAN(QVR) <= (PANQ)V (PAR)

2) (PAP) =P ; (PVP)+=P 10) PV (QAR) < (PVQ)A(PVR)

3) (PAQ) <= (QAP) _

9 (PVQ) < (@VP) W@ e

5) [(PAQ)AR] < [PA(QAR)] 12) (P= Q) < (Q = P) (contraposée)
6) [(PVQ)VR] < [PV(QVR)] 13) [(P = Q) A (@ = R)] = (P = R)
7) PAQ < PVQ (transitivité)

8) PVQ < PAQ 14) [PAN(P= Q)] = Q (déduction)

Les propriétés 3 a 6 sont la commutativité et I’associativité, 9 et 10 la distributivité.

EXEMPLE 13 — Démontrer une distributivité par une table

Montrons laloi 10 : PV (Q A R) <= (PV Q) A (P V R).

P|Q|R|QAR|PVQAR |PVQ|PVR|(PVQ)A(PVR)
VIiv|iv| Vv % % v %
V|V|F| F \Y% \Y% \Y% \Y%
V|F|V| F \% \% \Y% \Y%
V|F|F| F \Y% \Y% \Y% \Y%
F|V|V]| V \% \Y% \Y% \Y%
F|V|F| F F \% F F
F|F|V| F F F \Y% F
F|F|F| F F F F F

Les cinquieme et huitiéeme colonnes sont identiques : ’équivalence est une loi logique.

APPLICATION 4

Montrer que les propositions suivantes sont des lois logiques.
1) P<—= P
2) [P= (QAR)] < [(PVQ)A(PVR)
3) ([P=Q)AN(Q@= R)] = (P=R)

SOLUTION 4

1) Si P est vraie, P est fausse et P vraie; si P est fausse, P est fausse. Les deux ont toujours la méme
valeur.

2) Sans table : P = (Q A R) <= PV (Q A R) (loi 11), puis par distributivité (loi 10 appliquée & P)
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< (PVQ)A(PVR).

3) Par table de vérité a 8 lignes : la seule fagon de rendre P = R fausse est P vraie et R fausse;
alors soit () est vraie et () = R est fausse, soit () est fausse et P = () est fausse. Dans les deux cas
I’hypothése est fausse, donc 'implication globale est vraie.

1.5 Les raisonnements mathématiques

1.5.1 Raisonnement par contre-exemple

PROPRIETE 3

Pour prouver que (Vx € E) P(z) est fausse, il faut et il suffit de prouver que sa négation (3z € E) P(x)
est vraie, c’est-a-dire de trouver un élément xg € E pour lequel P(z) est fausse. Cet élément s’appelle
un contre-exemple.

EXEMPLE 14

Montrons que (Vz € R) 2x—1 = 0 est fausse. Pour x = 0:2x0—1= —1# 0. Donc (3z € R) 2z—-1#0
est vraie, et la proposition de départ est fausse.

APPLICATION 5

Montrer que les propositions suivantes sont fausses.
1) Po: (VzeR)z+1=2.

2) Py (VmER*)x—i—%ZQ.
3) Py: (Vz e RT)(Vy e RY) Vz +y=+z+ /¥

SOLUTION 5

Dz=0:0+1=1#2. 2)z=-1:-1-1=-2<2. 3)z=y=1:v2#2.

1.5.2 Raisonnement par déduction

PROPRIETE 4

Il repose sur la loi logique [P A (P = Q)] => Q : si P est vraie et si P = @ est vraie, alors Q est
vraie.

REMARQUE 7 — Le symbole —> ne remplace pas le mot « donc »

Ecrire « P = @ » affirme seulement que si P est vraie alors @) U'est; cela n’affirme pas que @ est
vraie. Pour conclure @), il faut aussi savoir que P est vraie : on écrit alors « donc @ ».

EXEMPLE 15

Soit # € R. Montrons que 2% + 4z +8 > 1. On a 22 + 42 + 8 = (v +2)2 + 4. Or (z +2)? > 0, donc
22 +4x +8 >4, et comme 4 > 1, donc 2% + 4z + 8 > 1.
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1.5.3 Raisonnement direct

PROPRIETE 5

Pour montrer P = (), on suppose que P est vraie et on démontre que @ est vraie.

EXEMPLE 16 — Parité d’un carré

Montrons que (Vn € N) n pair = n? pair.

Soit n € N pair : il existe k € N tel que n = 2k. Alors n? = 4k? = 2 x 2k? avec 2k? € N, donc n? est
pair.

EXEMPLE 17 — Trois implications rédigées

O<z <2 1 1
1) Soient z,y € R. Montrons que * = —+->1.
0<y<?2 r oy

1 1 1
Si0 < z < 2, la fonction inverse étant décroissante sur |0; +oo[, — > 3" De méme — > 3 En ajoutant :
T Y
1 1
== >l
r y
2) Montrons que (Vx € R) |z] <2 = [3z+ 1| < T.
Soit x € R tel que |z| < 2. Par l'inégalité triangulaire : |3z + 1] <3Jz|+1<3x2+4+1=7.
1
3) Montrons que (Vx e R) z > 0=z + — > 2.
7

?-2c+1  (z-—1)°
T -z

1
Soit £ > 0. Alors x + — — 2 =
T

APPLICATION 6

1) Montrer que (V(a,b) € R?) a2 + % =0= (a =0 et b= 0).
2) Soient x,y € RT. Montrer que z +y+2 =2z +2,/y =z =y = 1.

SOLUTION 6

1) Supposons a? + b? = 0. Comme b?> > 0, on a a®> = —b? < 0; or a® > 0, donc a®> = 0 et a = 0. Alors
b =0et b=0.

2) Supposons = +y + 2 = 2y/z + 2,/y. Comme x = (\/E)2 ety = (V)

>0, car (x —1)2 >0 et z > 0.

2 .

2

(Va)* —2vE+1+ (V) —2v5+1=0 = (Va-1)’+(v§—1)° =0

D’apres la question 1), /Jz —1=0et \/y —1=0,doncz =y = 1.
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1.5.4 Raisonnement par implications successives

PROPRIETE 6

Il repose sur la loi logique [(P = Pi)A(Py = P2)A--- A (P, = Q)] = (P = Q) : pour montrer
P = @, on enchaine des implications intermédiaires.

Montrons que (Vz € RT) ! =1-—yz=2=0.
1+x
Soit z € RT. On a
1

1.5.5 Raisonnement par contraposée

PROPRIETE 7

Il repose sur la loi logique (P = Q) <~ (@ = ]_3). Pour montrer P = @, il suffit de montrer sa
contraposée () = P, qui est parfois plus simple.

REMARQUE 8 — Contraposée n’est pas réciproque

La réciproque de P = @ est Q = P : elle n’a en général pas la méme valeur de vérité. «
r =2= 2% =4 » est vraie, sa réciproque « 22 =4 = x = 2 » est fausse. Seule la contraposée lui
est équivalente.

EXEMPLE 19 — Un cas ou la contraposée simplifie tout

Montrons que (Vo,y € RY) x # y = 23 + 4z # 3 + 4y.

Par contraposée, montrons que x> +4x = 3> + 4y = r =y. On a
P +Ar—y) =0 = @-y) (@ +ay+y*+4) =0 = z—-y=0,

car 2 + 2y + y?> +4 > 0 pour z,y € RT.

EXEMPLE 20 — Avec une racine carrée

Montrons que (Vz € RT) z #£4 = /z — 1 # 2

Par contraposée, montrons que /r — 1 = z —x=4:
VE—1=7 = 4/3-4=2 = a—4/3+4=0 = (vV5-2)'=0 = c=4.

APPLICATION 7

1) Montrer que (Vn € Z) n? pair => n pair.
2) Montrer que (V(z,y) ER) x £y = (x+1)(y — 1) # (z — 1)(y + 1).
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3) Montrer que (V(z,y) € R?) (xy # 1 et v #y) = ’ +# d

224+x+1" yP2+y+1
SOLUTION 7

1) Contraposée : n impair = n? impair. Si n = 2k + 1, alors n? = 4k? + 4k +1 = 2(2k2 +2k) +1 est
impair.

2) Contraposée : (z+1)(y — 1) = (r —1)(y+ 1) = = = y. En développant : zy —x +y — 1 =
zy+r—y—1=2y=2r =z =y.

3) Contraposée : si les deux fractions sont égales (les dénominateurs sont > 0, de discriminant —3),
alors

:c(y2+y+1):y(:c2+:z—|—1):>:cy2+x—ya:2—y:0:>(:z—y)(l—xy):O,

donc x = y ou xy = 1 — ce qui est la négation de « xy # 1 et = # y ».

1.5.6 Raisonnement par équivalences successives

PROPRIETE 8

Il repose sur la loi logique [(P <= R) A (R <= Q)] = (P < Q).

Pour montrer P < (), on peut :

» transformer P de proche en proche jusqu’a @) en gardant ’équivalence & chaque étape : P <

» ou raisonner par double implication : montrer P = () puis Q = P.

Pour montrer qu’une proposition P est vraie, il suffit de trouver une proposition Q) vraie telle
que P <= .- = Q.

REMARQUE 9 — Le piege : chaque fleche doit aller dans les deux sens
Elever au carré, multiplier par une expression de signe inconnu ou diviser par une quantité qui peut

étre nulle ne préserve pas toujours I’équivalence. Avant d’écrire <=, vérifiez que 1’étape se lit aussi
de droite a gauche.

EXEMPLE 21 — Une équivalence entre deux encadrements

—_
[\

1 2

Mont Vz e R =]l 1| < < <3
ontrons que (Vo € R\ {-1}) |z | 2 5 x+1 3
S - x > T+ 2 5 T 1 3'

La derniere équivalence est légitime : dans les deux sens, x + 1 est strictement positif, et la fonction
inverse est strictement décroissante sur ]0; +oo].

EXEMPLE 22 — Une inégalité avec racine

Montrons que (Vo € [~2;2]) V4 — 22 < 2 + 2v/2.
Soit x € [~2;2]. On a z + 2v/2 > —2 4 2v/2 > 0 : les deux membres sont positifs, et 'on peut élever
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au carré sans perdre 1’équivalence.
Vi—22<a4+2V2 <= 4—-2 <2’ +4V22+48 «— 0<22 + 422 +4 < 0<2(z+V2)".

La derniére proposition est vraie, donc la premieére aussi. L’égalité a lieu pour = —/2 : I'inégalité
ne peut donc pas étre stricte.

EXEMPLE 23 — Une inégalité classique
Montrons que (Va,b € R) a®> +b*+1>ab+a+b.
>+ b2 +1>ab+a+b <= 2> +20°+2—-2ab—2a—-2b>0 < (a—b)>+(a—1)2+(b-1)2>0,

qui est vraie comme somme de carrés.

APPLICATION 8

1) Montrer que pour tous x,y # —1 : 1 -T—m = %y T =Y.
2) Montrer que pour tout z € RT : 2z +2 =1+ /x <z = 1.
ve—1 1
3) Montrer que pour tout x € [1;+00] : ’ < 3
77

SOLUTION 8

) 1_T_x =%<=>x(1+y)=y(1+a:)<=>x+xy=y+xy<=>x=y(lesdénominateursétant

non nuls, le produit en croix est une équivalence).

2) Les deux membres sont positifs : /22 +2=1+r <= 224+2=14+2/x+ax <=z —2\/z+1=
0 (Vz—-1)’=0<2=1

vVo—1
x <= 2/z—-1<zr<=4z-1) <
Xz

1
3) x > 1 > 0 et les deux membres sont positifs : 3

1?2 <= (v —2)? > 0, qui est vraie.

EXERCICE 1 — Pour s’entrainer % *

2
\/ﬁzlﬁ(x:\/goux:—\/g).

2) Soient a € [1;400] et b € [4; +00[. Montrer que va — 14 2vVb—4 =

INDICATION

Pour la question 2, posez A = /a — 1 et B = /b — 4, puis écrivez I'égalité sous la forme (A —1)? +
(B—2)2=0.

1) Soit z € R. Montrer que

a+b
2

<= (a=2et b=238).
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1.5.7 Raisonnement par disjonction des cas

PROPRIETE 9

Pour montrer (Vo € E) P(x) lorsque £ = E1 U E;3 U ---U E,,, on démontre P(x) successivement pour
z € By, pour x € Es, ..., pour z € E,. Il repose sur la loi logique [(P = R) A (Q = R)] =
[(PVQ)= R].

C’est le raisonnement naturel dés qu’apparait une valeur absolue, une parité, ou une fonction
définie par morceaux.

EXEMPLE 24 — Une inégalité avec valeur absolue

Montrons que (Vz € R) |z — 1| < 22 — 2 + 1.

Premier cas : x > 1. Alors |z — 1| =2 — 1 et
—rx+l—|z—-1=22-2z+2=(z—-1)2+12>0.
Second cas : z < 1. Alors [z — 1| =1—=z et
P?—z+l—|z—1=22>0.

Conclusion : Dans les deux cas, |z — 1| <22 — 2 + 1.

EXEMPLE 25 — Résoudre une équation avec valeur absolue
Résolvons dans R I'équation (E) : 3 — 2|z — 4| = 2z + 5.
Siz<4:|r—4|=4—2x,donc (F) <=3 -8+2r=2rx+5<<= —5=>5:impossible. S =a.
3 3
Six>4:|r—4] =z —4, donc (E)<=>3—2x—|—8=2x—|—5<=>x=§. Or 5 ¢ [4;400[. S2=0.

Conclusion : S = S1 U S, = @.

APPLICATION 9

1) Montrer que (Vz € R) V14 22+ 2 > 0.
2) Soit n € N. Montrer que n? + n est pair.

3) Montrer que (Vz € R) |z — 2| < 2% — 22 + 3.

SOLUTION 9

1)Siz>0:vV1+22>0et x>0, lasommeest >0.Siz<0:vV1+z2>Va?=|z|=—z donc
Vi+z2+2>0.

2) n2+n =n(n+1). Sin est pair, n = 2k et n(n+1) = 2k(2k +1) est pair. Si n est impair, n+1 = 2k
est pair et le produit aussi.

3) Si z > 2 : I'inégalité s’écrit 0 < z2 — 3z + 5, vraie car A = —11 < 0. Si # < 2 : elle s’écrit
0<z?—2+1, vraiecar A = -3 < 0.
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1.5.8 Raisonnement par I'absurde

PROPRIETE 10

Pour montrer qu’une proposition P est vraie, on suppose que P est vraie et I'on en déduit une
contradiction (une proposition fausse). On conclut alors que P est vraie.

Pour montrer P =—> () par ’absurde, on suppose a la fois P vraie et (Q fausse, et I’on cherche une
contradiction.

EXEMPLE 26 — Une égalité de fractions

.“|

Soient a,b > 0. Montrons que si 2 __° orsa=b.
146 1+a
b
Supposons par I'absurde que T j_ 5= 11a et a # b. Alors a(l +a) = b(1 + b), soit a®> —b> = b — a,

c'est-a-dire (a — b)(a +b) = —(a —b). Comme a — b # 0, on obtient a + b = —1 : impossible, puisque a
et b sont positifs.

EXEMPLE 27 — Une somme avec un irrationnel

Soit a ¢ Q. Montrons que 2 + a ¢ Q.

Supposons par I'absurde 2 +a = b € Q. Alors a = b — 2 est la différence de deux rationnels, donc
a € Q : contradiction.

EXEMPLE 28 — /2 est irrationnel

Supposons par I’absurde v/2 € Q : il existe p € N et ¢ € N* premiers entre eux tels que v/2 = 2
q

Alors p? = 2¢? : p? est pair, donc p est pair (application de la contraposée ci-dessus). Ecrivons p = 2k :
il vient 4k? = 242, soit ¢*> = 2k?, donc ¢ est pair aussi.

p et g seraient tous deux pairs, alors qu'ils sont premiers entre eux : contradiction. Donc v/2 ¢ Q.

APPLICATION 10

Soient a, b, ¢ trois réels de I'intervalle [0; 1]. Montrer par I’absurde que I'un au moins des trois nombres

a(l —b), b(l —c), c(l—a)

est inférieur ou égal a i

INDICATION

Commencer par montrer que (Vo € R) z(1 — z) < 1. Supposer ensuite que les trois nombres sont
strictement supérieurs a %, et comparer leur produit & a(1 —a) x b(1 —b) x ¢(1 — c).
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1.5.9 Raisonnement par récurrence

PROPRIETE 11 — Principe de récurrence

Soit ng € N et P(n) une fonction propositionnelle définie pour n > ng. Si
1) Imitialisation : P(ng) est vraie;
2) Hérédité : pour tout n > ng, P(n) = P(n+1);

alors P(n) est vraie pour tout entier n > ny.

REMARQUE 10 — Les deux étapes sont indispensables

Sans initialisation, 1’hérédité seule ne prouve rien : la propriété « n = n + 1 » est héréditaire (si
n =n+ 1 alors n+ 1 = n + 2), mais elle n’est vraie pour aucun entier.

EXEMPLE 29 — Une divisibilité

Montrons que 3 divise 4™ — 1 pour tout n € N.
Etape 1 : Initialisation. 4° — 1 =0 =3 x 0 : la propriété est vraie pour n = 0.

Etape 2 : Hérédité. Soit n € N; supposons que 3 divise 4" — 1 : il existe k € N tel que 4" — 1 = 3k.
Alors
4 1 =4x4"—1=3x4"+ (4" - 1) = 3(4" + k),

donc 3 divise 4"t — 1.

Conclusion : D’apres le principe de récurrence, 3 divise 4™ — 1 pour tout n € N.

EXEMPLE 30 — Une inégalité

Montrons que (Vn € N) 2™ > n.
Etape 1 : Pour n =0:20=1> 0.
Etape 2 : Soit n € N tel que 2" > n. Comme de plus 2" > 1 :

ontl —on 4L 9n 5 4 1.

Conclusion : (Vn € N) 2" > n.

EXEMPLE 31 — Une somme

Montrons que (Vn € N*) 1 4+2+ .-+ n= n(n;— D
Etapel:Pourn:1:1:1>2<2.
Etape 2 : Soit n > 1 tel que 1+2+---+n:@.Alors

n(n+1) (n+1)(n+2)'

142+ +n+(n+1) = +(n+1)=

2 2

Conclusion : La formule est vraie pour tout n > 1.
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Quel raisonnement choisir ?

APPLICATION 11 — Principe de récurrence

1) Montrer que 2™ > 3n pour tout entier n > 4.

3) Montrer que pour tout n € N, 7 divise 8" — 1.

Notions de logique

2) Montrer que pour tout n € N: 1 +2 422 4 ... 427 =27+l 1,

Ce qu’on veut montrer

Raisonnement

Premier geste

(Vz € E) P(z) est fausse

contre-exemple

exhiber un xg qui ne convient
pas

de la forme A # B

(Vz € E) P(x) direct « Soit x € E »

(3x € E) P(x) exemple « Posons z = ... »
P=qQ direct supposer P, montrer ()
P'— Q dont la conclusion est contraposée supposer @, montrer P

équivalences successives

vérifier que chaque étape se lit

@ ou double implication dans les deux sens
ropriété avec | ... |, parité . . ,
prop [--lp ’ disjonction des cas découper E en cas
morceaux
« ¢ Q », « nexiste pas », unicité | absurde supposer le contraire
(Vn > ng) P(n) récurrence initialisation, puis hérédité

Devoir a la maison

Exercice 1.

1) VzeR)(TyeR)z+y>0.
2) (Jz e R)(Vy € R) = < y2.
3) (Vz €R) (z>2=22>4).

Exercice 2.
_y
y2+1
Exercice 3.
il y a égalité.

Exercice 5.

Lycée Technique Settat

DEVOIR 1 — Synthése du chapitre

%% Soient z,y € R. Montrer par contraposée que (x # y et zy # 1) =

www.lyceemaroc.com

% + x Kcrire la négation de chacune des propositions suivantes, puis déterminer la
valeur de vérité de la proposition et de sa négation.

x
2 +1

* % * Montrer que (Vo € R) |z —1|+|z+ 1] > 2, puis déterminer les réels pour lesquels

Exercice 4. %% Montrer que /3 ¢ Q, puis que v2 + /3 ¢ Q.

n(n+1)(2n+1)

%% % Montrer que pour tout n € N* : 12 4+ 22 4 ... 4 n? = .

6
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