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CHAPITRE 1

Ensembles et applications

Le chapitre en un coup d’ceil

Volume ho- | Capacités exigibles Prérequis
raire
07 heures e Déterminer un ensemble par compréhension ou | Ordre dans R
Partie I par extension ; Notions de logique (cha-

e Maitriser la relation entre les régles de la logique | pitre 01)
et les opérations sur les ensembles.

08 heures e Déterminer 'image et I'image réciproque d’un en- | Les ensembles

Partie II semble par une application ; Les fonctions numériques
e Déterminer la bijection et la bijection réciproque
d’une application et son utilisation dans la résolu-
tion de problémes;

e Déterminer la composée de deux applications et
la décomposition d’une application en deux applica-
tions en vue d’explorer ses propriétés.

RAPPEL — Pourquoi ce chapitre compte

Ce chapitre ne sert pas seulement & apprendre un vocabulaire. Il est la mise en ceuvre directe du
chapitre 01 : chaque opération sur les ensembles est la traduction d’un connecteur logique.

Logique Ensembles
p(x) A q(x) ANB
p(z) Vq(z) AUB
p(x) A (complémentaire)
p(z) = q(x) ACB
p(z) < q(x) A=B

C’est pourquoi les lois de De Morgan de la logique redonnent, mot pour mot, les lois de De Morgan des
ensembles. Les notions introduites ici (ensemble des parties, produit cartésien, application bijective)
resserviront dans tous les chapitres suivants, et notamment en dénombrement et en arithmétique.
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Partie | — Les ensembles

Extension et compréhension = Inclusion = P(E) = Opérations = Produit cartésien 07 heures

1.1 Extension et compréhension

DEFINITION 1

Un ensemble E est une collection d’objets. Chacun de ces objets est appelé élément de cet ensemble.

Si x est un élément de F, on dit que = appartient & E et 'on note x € E. Dans le cas contraire, on
note x ¢ E.

PROPRIETE 1 — Les deux facons d’écrire un ensemble

» En extension : on donne la liste exhaustive de tous les éléments.
E=1{1;2;3}

On utilise des accolades, jamais des parenthéses, et 'ordre n’a aucune importance : {1;2;3} =
{3;1;2}.

» En compréhension : on donne la propriété qui caractérise les éléments.

E={zeR/z>1}

REMARQUE 1

» L’ensemble vide ne contient aucun élément; il se note @ ou { }, mais jamais {@} — ce dernier
est un ensemble a un élément, !
» Un ensemble a un seul élément s’appelle un singleton ; un ensemble & deux éléments distincts, une

paire. On a {a;b} = {b;a}.
» Un diagramme de Venn est une courbe fermée qui entoure les éléments d’un ensemble.

APPLICATION 1 — Passer d’une écriture a I'autre

1) Ecrire en extension les ensembles

5 3
A:{xEZ/—§§$§§}, B:{$ER/x2+fL’+1:O},

C={zeZ/a=+1)(s*-2) =0}.
2) Ecrire en compréhension les ensembles
E ={0;2;4;6;8;10;...}, F=1{1;3;5;7;9;11;...},

G =1{0;1;4;9;16;25;... }.
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SOLUTION 1

1) e Les entiers relatifs compris entre —2,5 et 1,5 sont —2, —1, 0 et 1 :
A={-2;-1;0;1}.

ePour 22 +2+1, A=1—-4= -3 <0 : pas de racine réelle, donc B = @.
e 2(z+1) (22 —2) =0 donne z =0, z = —1 ou = = +/2. Mais v/2 ¢ Z, donc

C={-1;0}.

/A Attention : 'ensemble de référence (Z ici) élimine des solutions. Dans R, on aurait obtenu quatre
¢éléments.

2)E={2k/keN}, F={2k+1/keN}, G={k*/keN}L

APPLICATION 2 — Un ensemble défini par une condition arithmétique

z 1
Ecrire en extension I’ensemble A = {x €Z/ v € Z}.

20+ 1
SOLUTION 2

: 1
Etape 1 : Analyse — chercher une condition nécessaire. Soit x € Z tel que ; B €Z. On
x

multiplie par 2 pour faire apparaitre le dénominateur au numérateur :

g5 p L 2z +2 2z +1)+1
7 —= 7 — ————ecZ=—=1 Z
2w +1° 2w +1° w1 oyl ©
=>2a;+1 €Z = (2z+1) divise 1

—2r+1=1ou2x+1=-1=—2x=00ux=-1.

Donc A C {—1;0}.

Etape 2 : Synthése — vérifier la réciproque. Les implications ci-dessus ne sont pas toutes des
équivalences : il faut tester les deux candidats.
0+1 —141

= :—:1 Z =_1:— = Z
r=0 o1 L€t v o ox (11 C€Z v

Conclusion : A ={-1;0}.

Méthode a retenir. Pour déterminer un ensemble défini par une condition, on procede presque
toujours en deux temps : analyse (conditions nécessaires, qui donnent une inclusion) puis synthése
(vérification, qui donne autre).

1.2 Inclusion et égalité

DEFINITION 2

Soient A et B deux parties d’'un ensemble F.

On dit que A est incluse dans B — ou que A est une partie de B, ou un sous-ensemble de B — si
tout élément de A est un élément de B. On note A C B :

ACB < [Vz€E), r€e A= x € B].
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PROPRIETE 2

Soient A, B et C trois parties d’un ensemble E.
» A7 B < [(3z€E), z€Aetx ¢ B];

> JCA et ACA;

» si AC Bet BC C,alors AC C (transitivité).

DEFINITION 3 — Egalité de deux ensembles

Deux ensembles sont égaux si et seulement s’ils ont les mémes éléments :

A=B < [Vz€E), 1€ A<= z2€B] < (ACBet BCA).

REMARQUE 2 — La méthode reine du chapitre

Pour montrer que A = B, on montre presque toujours la double inclusion : A C B, puis B C A.
C’est le raisonnement par double implication du chapitre 01, appliqué aux ensembles.

APPLICATION 3

On considere les ensembles

4
A={-3;-1;0;1;3 B = 7| ———¢€Z
{ ) yUady }7 {1'6 /|.’E’+1€ },

/_
C={2%+1/ ke, D:{2k3 1/l<:’eZ}.

Montrer que AC B, CCD et D¢C.

SOLUTION 3

4
1) A C B. Soit x € A. On calcule —— pour chacun des cinq éléments :

|z| + 1
a5 -3|-1]0]|1]3
4
1 2 (4121
lx| + 1
Dans les cing cas le résultat est un entier, donc x € B. D’'ou A C B.
2k — 1

2) C' C D. Soit x € C : il existe k € Z tel que x = 2k + 1. Cherchons £’ € Z tel que x = 5

2k — 1
=2k+1<=2k-1=6k+3<=2k'=6k+4<=k =3k+2.

Comme k € Z, on a bien ¥’ =3k +2 € Z. Donc x € D, et C C D.
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-1 1 1
&=——€D.Or—§¢Z,donc

3) D ¢ C. 1l suffit d’'un contre-exemple. Pour k' = 0 : 3 3

1
—3 ¢ C.
Conclusion : D ¢ C.

APPLICATION 4 — Montrer une égalité par double inclusion

On considere A:{xER/ ‘1—§‘<1} et B =]0;4[. Montrer que A = B.

SOLUTION 4

Ici les deux inclusions se font d’un coup, par équivalences successives. Soit € R :
45 75
meA@‘1—§‘<1<:>—1<1—§<1

= -2< —% <0 (on retranche 1)

—4>x>0 (on multiplie par —2 < 0 : les inégalités changent de sens)
<=z €|0;4 <=z € B.

Conclusion : A = B.

APPLICATION 5 — Un systéme dans Z?>

Ecrire en extension H = {(m,n) € Z* / mn+2—3n =T7}.

SOLUTION 5

Soit (m,n) € Z2. On factorise pour se ramener & un produit d’entiers :

mn+2-3n=7<=mn—-3n=>5<=n(m-3)=>5.

Le produit de deux entiers vaut 5 : il n’y a que quatre possibilités, car les diviseurs de 5 dans Z sont
+1 et 45.

Conclusion : H = {(4;5); (2;-5); (8;1); (-2;-1)}.

1.3 Ensemble des parties
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DEFINITION 4

Soit E un ensemble. L’ensemble des parties de E, noté P(FE), est I’ensemble de tous les sous-
ensembles de E :

PROPRIETE 3

» € P(E) et Ec€P(E);
» ac E < {a}eP(E);
» si E est un ensemble fini & n éléments, alors P(E) possede 2™ éléments.

AeP(E) < ACE.

/A Deux symboles a ne pas confondre. On écrit A C E (inclusion, entre deux ensembles) et A € P(E)
(appartenance, car A est un élément de P(E)). Pour a € E, on a {a} C F et {a} € P(E), mais a € E et

a¢PE).
e Si E = {a;b}, alors P(E) a 22 = 4 éléments :
P(E) ={@; {a}; {b}; {a;b}}.
e Si FF={1;2;3}, alors P(F) a 23 = 8 éléments :

P(F) ={2; {1}; {2}; {3}; {L;2}; {1;3}; {2;3}; {1;2:3}}

REMARQUE 3

Pour ne rien oublier, on énumeére les parties par nombre d’éléments croissant : d’abord &, puis
les singletons, puis les paires, etc. Le nombre de parties a k éléments sera calculé au chapitre 14
(Dénombrement); on y retrouvera 2" comme somme de ces nombres.

1.4 Le complémentaire

DEFINITION 5

Soit A une partie d'un ensemble E. Le complémentaire de A dans F, noté A ou Cg, est 'ensemble
des éléments de F qui n’appartiennent pas a A :

A={z e E/x¢ A}, c’est-a-dire (Vz € E), (€ A<z ¢ A).

N
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PROPRIETE 4

Soient A et B deux parties d’un ensemble E.
»E=0, B=E (4)=4;
»siA={zx e E/px)}, alorsZ:{meE/M};
» ACB < BCA.

Démonstration du dernier point :
Soient A et B deux parties de E.

ACB<+ [Vz€E), 1€ A= z € B]
< [Vz €E), s ¢ B=x ¢ A (contraposée)
< [Vr€E), re B=z€ A+ BCA.

APPLICATION 6

1) On considére A = [1;4o00[ et B = {z € N/ 22 — 4z > 0}. Déterminer (£ et CZ.
2) Soient A et B deux parties d'un ensemble E. Montrer que A C B <= B C A.

SOLUTION 6

1) o 04 =]—00;1].
o2 —4r >0 <<= 2(x —4) >0 < (r < 0ouaz > 4). Dans N, cela donne z > 5, donc
B={5:6;7;...} et

CE = {0;1;2;3;4}.
/\ Attention : 0 n’est pas dans B bien que 0 x (0 —4) = 0 ne soit pas strictement positif — 'inégalité
est stricte.

2) C’est la démonstration donnée ci-dessus.

1.5 Intersection

DEFINITION 6

Soient A et B deux parties d’'un ensemble E. L’intersection de A et B, notée A N B, est 'ensemble
des éléments de F qui sont dans A et dans B :

ANB={x€FE /x€Aetx € B}, r€ANB <= (x€ ANz € B).
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PROPRIETE 5

Soient A, B et C des parties d'un ensemble E.

Ensembles et applications

» ANB=BNA; » ANBCA e ANBC B;
» ANA=A et ANA=0; » ACB < ANB=A;
» ANE=A et ANG =0, » AN(BNC)=(ANB)NC (associativité).

Démonstration de ’associativité :

Ce calcul est le modele de toutes les démonstrations d’égalités ensemblistes : on traduit en logique, on
utilise les regles du chapitre 01, on retraduit.

reAN(BNC)<=zecAetzec(BNCO)
<= zecAet(zeBetzxel)
< (x€AetzxeB)etxecC (associativité du « et »)
< zre(ANB)etz e C<—=zc(ANB)NC.

APPLICATION 7

Soient A={z €R /|z—1] <3} et B={x €Z / x <2}. Déterminer AN B en extension.

SOLUTION 7

|t -1 <3+= -3<2—-1<3+<= -2<2<4,donc A=]-2;4].

Les éléments de AN B sont les entiers relatifs x vérifiant —2 < x < 4 et x < 2, c’est-a-dire -2 < x < 2:

ANB={-1;0;1;2}.

1.6 Réunion

DEFINITION 7

Soient A et B deux parties d’'un ensemble E. La réunion de A et B, notée AU B, est ’ensemble des
éléments de F qui sont dans A ou dans B :

AUB={x€FE /x€ Aouxzx € B}, r€ AUB < (z€ AVz e B).

REMARQUE 4

Le « ou » est ici inclusif : un élément qui est a la fois dans A et dans B appartient bien & AU B.
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PROPRIETE 6

Soient A, B et C des parties d'un ensemble E.

» AUB=BUA; » ACAUB e BC AUB;,
» AUA=A et AUA=F,; » ACB +<— AUB=0B,;
» AUE=F et AUZ=A; » AU(BUC) = (AUB)UC (associativité).

APPLICATION 8

Soient A={zx €N /2?2 <19} et B={z € Z / |z + 3| <5}. Déterminer AU B en extension, puis en
compréhension.

SOLUTION 8

e z? <19 avec x € N : comme 42 = 16 < 19 et 52 =25 > 19, ona A = {0;1;2;3;4}.
ez +3| <5< -5<x+3<5<= 8<x<2 donc B={-8;-7;...;1;2}.

e En extension :

AUB={-8;-7;-6;-5;—-4;-3;-2;-1;0;1;2;3;4}.

e En compréhension : ce sont exactement les entiers relatifs compris entre —8 et 4, donc

AUB={ze€Z | —8<x <A4}.

1.7 Regles de calcul

PROPRIETE 7 — Lois de De Morgan et distributivité

Soient A, B et C' des parties d’un ensemble FE.
» Lois de De Morgan :

» Distributivité :

Démonstration de la premiére loi de De Morgan :

r€ANB<+=x2¢ (ANB) <= (z € Aet x € B)

<= (r € A)ou (z € B) (De Morgan, chapitre 01)
<—z¢Aouzr¢Bs=rcAouzeB+=xrecAUB.

Démonstration de la premiére distributivité :

r€AN(BUC)«<=zcAet (x€Bouzxel)
< (r€AetxeB)ou(reAetxel)

(distributivité du « et » sur le « ou »)

< zre(ANB)ouz e (ANC)<=zx € (ANB)U(ANC).
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REMARQUE 5

Les deux autres égalités se démontrent exactement de la méme fagon. Tout le travail consiste a
appliquer, ligne a ligne, les lois logiques du chapitre 01 — il n’y a rien de nouveau a apprendre.

APPLICATION 9 — Un exercice de synthése

Soient A, B et C trois parties d’un ensemble E. Montrer que

ANB=A
{ " ne = B=C.

AUuB=AUC

SOLUTION 9

On suppose ANB=ANC et AUB = AUC, et '’on montre la double inclusion.

Etape 1 : B C C. Soit z € B. Alors z € AU B, donc z € AUC, c’est-a-dire 2 € A ou z € C. On
distingue :

» six e C, c’est ce que l'on veut;

» siz ¢ () alors nécessairement x € A; comme x € Bjonax € ANB=ANC, donc x € C.

Dans tous les cas « € C, donc B C C. (1)

Etape 2 : C' C B. Le raisonnement est identique en échangeant les roles de B et C : soit « € C'; alors
r€eAUC =AUB.Siz € B, cest fini; sinonx € A, doncx € ANC=ANBetx e B.DouC CB.
(2)

Conclusion : De (1) et (2) on déduit B = C.

APPLICATION 10

Soient A, B et C' trois parties d’un ensemble E. Montrer que

A=B < ANnB=AUB.

SOLUTION 10

— SiA=B,alors ANB=ANA=Aet AUB=AUA= A : les deux membres valent A.

<— On suppose ANB =AU B.

» Soit x € A. Alors x € AU B, donc z € AN B, c’est-a-dire z € B. D'ot A C B. (1)
» Soit z € B. Alors z € AU B, donc x € AN B, c’est-a-dire x € A. D’ou B C A. (2)
Conclusion : De (1) et (2) : A= B.

1.8 Différence de deux ensembles

DEFINITION 8

Soient A et B deux parties d’un ensemble E. La différence de A et B dans cet ordre, notée A\ B et
lue « A moins B », est I’ensemble des éléments de A qui ne sont pas dans B :

A\B={z€E |z e Aetzx¢ B}, r€A\B < (xr€ ANz ¢ B).
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PROPRIETE 8

Soient A et B deux parties d’un ensemble E.

» A\B=ANDB (c’est I’égalité la plus utile du paragraphe);
» E\A=A et A\ =A;

» ACB <= A\B=0g;

» A=(A\B)U(ANB).

REMARQUE 6
La différence n’est pas commutative : en général A\ B # B\ A. Par exemple pour A = {2;5;7} et

B ={1;5;7;9} :
A\ B ={2} et B\ A={1;9}.

APPLICATION 11

Soient A, B et C trois parties d’un ensemble E. Montrer que

A\(BNC)=(A\B)U(A\O).

SOLUTION 11

On utilise X \ Y = X NY et les lois de De Morgan — c’est beaucoup plus rapide qu’un retour aux
éléments :

A\(BNC)=ANnBNC
= 4An (BuT) (loi de De Morgan)
= (4nB)u(4nT) (distributivité)
=(A\B)U(4\0).

APPLICATION 12

Soient A, B et C' trois parties d’un ensemble E. Montrer que

A B
{HCC ne — AC B.

A\C=B\C

SOLUTION 12

On suppose les deux hypotheses et ’'on montre A C B. Soit € A. On distingue selon que z appartient
ou non a C.

» Size C:alorsxe ANC, donc z € BNC par la premiére hypothese, c’est-a-dire = € B.
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> Sixz ¢ C:alorsx e A\ C, donc x € B\ C par la seconde hypothese, c’est-a-dire z € B.

Conclusion : Dans tous les cas x € B, donc A C B.

1.9 Différence symétrique

DEFINITION 9

Soient A et B deux parties d’un ensemble E. La différence symétrique de A et B, notée AADB, est

la partie de E définie par
AAB =(A\B)U(B\A).

PROPRIETE 9

Soient A, B et C' des parties d’un ensemble E.
» AAB=(AUB)\ (ANB);

» AAB = BAA (commutativité);

> AAG = A et AAA =,

» (AAB)NC =(ANC)A(BNCQC).

Démonstration du premier point :

(AUB)\(ANB)=(AUB)NANB = (AUB)N (AUB)

=[(auB)nA]uf(auB)nB (distributivité)
=[(anA)u(Bn4)|u|(4nB)u(BNB)]

:( ) (AmF) (car ANA=BNB=02)
= (B\ A)U(A\ B) = AAB.

REMARQUE 7
Le deuxiéme point est alors immédiat :

AAB = (A\B)U(B\ A) = (B\ A)U(A\ B) = BAA,

APPLICATION 13

Soient A et B deux parties d'un ensemble E. Montrer que AAB = AAB.
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SOLUTION 13

On part de la caractérisation XAY = (X \Y)U (Y \ X)etde X \Y =X NY :

Ensembles et applications

AAB=(A\B)U(B\4)=(4nB)u(Bn4A)
:(ZQB>U(§HA) (car?zX)
=(B\A)U(A\ B) = AAB.

1.10 Produit cartésien

DEFINITION 10

Soient E et F' deux ensembles. Le produit cartésien de F et F, noté E x F, est I’ensemble des
couples (z;y)ouz e Eety € F :

ExF={(z;y)/x€FEetye€F}, (z;y) EEXF < (zx€EANy€EF).

/A Un couple n’est pas une paire. Dans un couple, ’ordre compte : (1;2) # (2;1), alors que
{1;2} = {2;1}. De plus

EXEMPLE 2

e RZ=R xR ={(z;y) / 2,y € R} : c’est I'ensemble des points du plan muni d'un repere.
e Soient E = {a;b;c} et F'={1;2}. Alors E x F possede 3 x 2 = 6 éléments :

(z;9) = (25y) <= (x=2"cty=1y).

ExF={(a;1);(a;2);(b;1);(;2);(c;1);(c;2)},

tandis que F? = F x F en possede 2 x 2 =4 :

F?2={(1;1);(1;2);(2;1);(2;2)}.

REMARQUE 8 — Diagramme cartésien

On représente F x F par un diagramme cartésien : les éléments de F en abscisse, ceux de F' en
ordonnée, et un point pour chaque couple.

F

2 ° ° °
(b;1)

1 ° ° °

PROPRIETE 10

Soient F et F' deux ensembles finis, de cardinaux n et p. Alors E x F' posséde n x p éléments.
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APPLICATION 14 — Exercice de révision de la partie |

SOLUTION 14

2<n<6et

12
n -+ 2

Lycée Technique Settat

On considere les ensembles

1) Déterminer en extension A et B.
2) Déterminer en extension AU B et AN B.
3) Montrer que A C C.

2) AUB=1{0;1;2;3;4;5;6;10}

) |r—4 <2« 2<xr-4<2<=2<zx<6,donc C = [2;6]. Or tout élément de A est un
entier compris entre 2 et 6 : A C C.

4) B x A possede 5 x 5 = 25 couples.

N

ot

et

A=1{2;3;4;5;6}.

B=1{0;1;2;4;10}.

ANB ={2;4}.

4) Construire, dans un repére orthonormé, le diagramme cartésien de B x A.

www.lyceemaroc.com

10

Y

Ensembles et applications

12
A={neN/n?-gn+12<0}, B:{neN/meN}, C={zeR/|z—4<2}.

1) en? —8n+12<0: A =64 —48 = 16, racines 2 et 6. Le trindme est négatif entre les racines, donc

€ N signifie que n+ 2 divise 12. Comme n € Njonan+2 > 2, donc n+2 € {2;3;4;6;12} et
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https://www.lyceemaroc.com/

Khalid Legdani Ensembles et applications

Partie Il — Les applications

Image directe et réciproque = Injection, surjection, bijection = Composition 08 heures

1.11 Définition d’une application

ACTIVITE 1

On pose E = {1;2;3;4;5} et F = {a;b;c;d;e;g}. Dans chacun des trois schémas ci-dessous, f
désigne une relation qui associe aux éléments de E des éléments de F. Dans quel cas peut-on parler
d’application ?

Cas 1 Cas 2 Cas 3
3 a deux images : 2 n’a aucune image : chaque élément de E
ce n’est pas ce n’est pas a une seule image :
une application une application c’est une application

DEFINITION 11

Soient F et F' deux ensembles non vides.

On appelle application de E vers F' toute relation f qui, a tout élément x de F, associe un unique
élément y de F. On écrit y = f(x) :

f est une application de E vers F <— (Vx € E)3ly € F), y = f(x).

» F est 'ensemble de départ, F' ’ensemble d’arrivée;

» pour z € E, 'unique y € F tel que y = f(z) est 'image de = par f;

» pour y € F, les éléments x € E tels que y = f(x) — s’il en existe — sont les antécédents de y
par f.

REMARQUE 9 — Application ou fonction ?

Une fonction numérique peut n’étre définie que sur une partie de son ensemble de départ : x — —
x

est une fonction de R vers R, mais pas une application de R vers R, car 0 n’a pas d’image.

1
En revanche, z — — est une application de R* vers R. Préciser I’ensemble de départ, c’est ce

55
qui transforme une fonction en application.

1.12 Image directe d’une partie
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DEFINITION 12

I

Soient f une application de E vers F, et A une partie de E. L’image directe de A par f, notée f(A),
est I’ensemble des images des éléments de A :

f(A) ={f(x) / = € A}.

PROPRIETE 11

Avec les notations précédentes, et C' une partie de F :

> yef(A) = [Fed), y=f@);

» r €A = f(x) € f(A) A laréciproque est fausse!;
» f(A)CF et f(E)CF;

» f(A)CC < [(Vze€A), Cl;

» CC f(A) < [(We C)(EI:U € A), f(z) =yl

A Le piege classique. f( ) € f(A) n’entraine pas © € A. Par exemple, pour f: R — R, z + 22 et
A=10;1],ona f(—1)=1¢€ f(A) bien que —1 ¢ A.

PROPRIETE 12 — Image directe et opérations

Soient f une application de E vers F, et A, B deux parties de E.
> A=0 — f(A) =g,

» ACB = f(A) C f(B);

> f(AUB) = f(A)U f(B);
» f(ANB)C f(A)Nf(B) A inclusion seulement.

REMARQUE 10 — Pourquoi seulement une inclusion ?
Prenons f : R — R, 2+ 22, avec A = {1} et B = {1}. Alors AN B = @ donc f(AN B) = @, tandis
que
FANf(B)={1}n{1} = {1} # &.

L’égalité est donc bien fausse en général. On verra plus loin qu’elle devient vraie lorsque f est injective.

APPLICATION 15

1) Soit f:R — R, x ~ 2% Montrer que f({-2;0;1;2}) = {0;1;4}.
2) Soit f: Rt = R, 2+ (7 — 2)* — 3. Déterminer 7([0;4]).
3) Soit f: R — R, z+ 3 — 2z. Déterminer f([—1;0] U [1;2]).

SOLUTION 15

1) On calcule les images une a une :

L’ensemble des valeurs obtenues est {0;1;4} — on n’écrit 4 qu’une fois.
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2) Soit x € [0;4]. On proceéde par encadrements successifs :
0<2z<4 = 0< V<2 = —2<r—-2<0.
En élevant au carré (attention : la fonction carré est décroissante sur les négatifs) :
0< (Vz-2)°<4 = -3<(vz-27-3<1.

Donc f([0;4]) C [—3;1]. Réciproquement, les bornes sont atteintes : f(4) = —3 et f(0) =1, et f est
continue, donc

F([0;4]) = [-3;1].
3) f est affine décroissante (coefficient —2 < 0), donc elle renverse les inégalités :
FI=10) = [f0); f(-D] =[3;5],  f([1;2]) = [f(2); f(D)] = [-1;1].
Comme f(AUB) = f(A) U f(B) :

F=101U[1;2]) = [-151] U [3;5].

1.13 Image réciproque d’une partie

DEFINITION 13

Soient f une application de E vers F', et C une partie de F'. L’image réciproque de C par f, notée
f71(C), est I'ensemble des antécédents des éléments de C :

fHC)={ze E/ f(z) e C}.

/A Une notation trompeuse. L’écriture f~1(C) ne suppose pas que f soit bijective : c’est une simple
notation pour I'ensemble des antécédents. On la définit pour toute application. La bijection réciproque f=1,
elle, ne sera définie qu’au paragraphe 9.

PROPRIETE 13

Avec les notations précédentes, et A une partie de F :

» z€ fYC) <= f(z)€C;

» fFYYC)CE et f7Y(F)=E;

» C=2 = [fH(C)=92 (mais f~1(C) peut étre vide sans que C' le soit).

PROPRIETE 14 — Image réciproque et opérations

Soient f une application de E vers F', et C', D deux parties de F.
» CcD = fYC)cfYD);

> fH(CUD) = £4(C)U £1(D);

» fI(CND)=fYC)n f~Y(D) égalité, cette fois.
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REMARQUE 11 — A retenir absolument

Réunion Intersection
Image directe f(-) f(AUB) = f(A)U f(B) f(ANB) C f(A)N f(B)
Image réciproque f~'(-) | f~(CUD) = f"Y(C)u f~'(D) | f~(CND)=f1C)nf (D)

L’image réciproque se comporte bien avec toutes les opérations ; I'image directe, seulement
avec la réunion. C’est une question classique de controle.

Démonstration de f~1(CN D)= f"1C)n f~4D) :

ze fHCND) < f(xr) € CND <<= (f(x) € C et f(x) € D)
—= (zecf (O etzec f YD) = zcf(C)nfHD).

APPLICATION 16

1) Soit f:R — R, x ~ 2% Déterminer f~1({1;4;25;3; —2}).
2) Soit f: R — R, z+ 2% + 2x. Déterminer f~1([—1;0]), puis f~1([3; +oo]), puis leur intersection.

SOLUTION 16

1) On résout 22 = ¢ pour chaque élément c :
P=l=z==%1, ?=4=—2=%2, *=2=—z=45, 22=3— =13,
et 22 = —2 n’a aucune solution réelle. Donc
FH({154;25:3;,-2}) = {-5;-2; —v3; v3;2;5}.

A Remarquer que —2 € C ne fournit aucun antécédent : f~1(C) peut « perdre » des éléments de C.

2) On écrit f sous forme canonique : 22 + 2z = (v + 1) — 1.

o f71([-1;0]) :
1< (2412 -1<0=0<(z+1)? <1< -1<2+1<1+= -2<z<0,

donc f1([-1;0]) = [-2;0].

o f7H([3;400]) :

2?4+ 20 >3 =22 +20 -3>0< (z+3)(x—1) >0,
soitz < —3oux>1: f—l([3;+oo[) = |—o00; =3] U [1;4-00].
e Enfin

[~2;0] N (]-00; =8] U [1; +00[ ) = 2.

1.14 Egalité de deux applications

DEFINITION 14

Soient f une application de E vers F et g une application de E’ vers F’. Les applications f et g sont
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égales, et 'on écrit f = g, lorsque :

E=F (méme ensemble de départ)
f=9g <= (F=F (méme ensemble d’arrivée)
(Vzx € E), f(z)=g(x) (mémes images)

REMARQUE 12

Les trois conditions comptent. Les applications

f:R=>R, z+— a? et g:R— R, z— 2?

ont la méme formule mais ne sont pas égales : leurs ensembles d’arrivée different. Cette distinction
sera décisive pour la surjectivité.

APPLICATION 17

Montrer que les applications suivantes sont égales :

f:}—g;g[—ﬂ&:L‘»—)l—(cos:v—sinw)2 et g:}—g;g[—ﬂ&xl—)

SOLUTION 17

Les ensembles de départ et d’arrivée sont les mémes. Il reste & montrer que les images coincident. Soit
x € |—=%; 5[ (sur cet intervalle cos z # 0, donc tan x existe).

e Pour f:

flx)y=1- (008233 - ZCos:csinx+sin2x) =1—(1-2sinzcosz)

= 2sinx cosx = sin(2z).

e Pour g : on utilise 1 + tan?z =

cos?x
9 sin x
X .
sin z . .
g(z) = —FBL — 2 x X cos?x = 2sinz cosx = sin(2z).
1 coS T
cos? x

Conclusion : Pour tout = de Uintervalle, f(z) = g(x) = sin(2z) : les trois conditions sont vérifiées,
donc f =g.

1.15 Restriction et prolongement

DEFINITION 15 — Restriction

Soient f : E — F une application et A une partie de E. On appelle restriction de f a A I'application

g: A= F, x— f(x).
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Autrement dit :

g est la restriction de f a A

DEFINITION 16 — Prolongement

Soient f: E — F une application et G un ensemble tel que £ C GG. On appelle prolongement de f
a GG toute application

{ACE

h:G—F telleque (V€ E), h(z)= f(x).

REMARQUE 13

La restriction est unique : on rétrécit ’ensemble de départ, les images ne changent pas. Le prolongement,
lui, n’est pas unique : on élargit ’ensemble de départ, et 'on est libre de choisir les images des
nouveaux éléments. C’est pourquoi ’on dit « la restriction » mais « un prolongement ».

APPLICATION 18

1) Soit f:R — R, x+ 2z — |z| 4+ 3. Déterminer Papplication g, restriction de f a |]—o0;0].
2
2) Soit f:R* = R, z— T + 5. Déterminer un prolongement de f a R.

4z
SOLUTION 18

1) Pour z <0, on a |z| = —z, donc
f(x)=2x—(—x)+3=3x+3.

La restriction cherchée est
g:]—00;0] = R, x — 3+ 3.
72
2) Pour z # 0, — =z, donc f(x) = z + 5. L’application
x
h:R—R, r—=x+5

est définie sur R tout entier et coincide avec f sur R* : ¢’est un prolongement de f a R.

A\ Ce n’est pas le seul. L’application h; : R — R définie par hi(z) = z+5 si x # 0 et h1(0) = 100 en
est un autre. Le prolongement h est seulement le plus naturel — c’est le prolongement par continuité,
que l'on retrouvera au chapitre 08.

1.16 Application injective

ACTIVITE 2

Reprenons des schémas sagittaux. Dans quel cas chaque élément de F' a-t-il au plus un antécédent
dans E'7
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chaque élément de F' a
au plus un antécédent :
f est injective

b a deux antécédents :
f n’est pas injective

DEFINITION 17

Soit f une application de F vers F'. On dit que f est injective si tout élément de F' a au plus un
antécédent dans F par f :

[ injective <= | (V(:p;y) € E2) , f(@) = fly) =z =y

PROPRIETE 15 — Négation

f n’est pas injective <= [(EI(:C; y) € EQ) , f(@) = fy) et z £ y].

REMARQUE 14 — Les deux rédactions

» Pour montrer que f est injective : on part de f(z) = f(y) et I'on aboutit & £ = y. C’est une
implication, donc un raisonnement direct.

» Pour montrer que f n’est pas injective : il suffit d’exhiber deuz éléments distincts ayant la
méme image — un contre-exemple.

APPLICATION 19

1) Montrer que f : [1;+oo[— R, &+ 2% — 2z + 3 est injective.

1
2) Soit f:R* =R, z= 1+ —.
g5
a) Déterminer f~1({2}).
b) En déduire que f n’est pas injective.

c) Soit g la restriction de f & |—o0;0[. Montrer que g est injective.

SOLUTION 19

1) On écrit la forme canonique : f(z) = (z — 1)2 + 2. Soient x,y € [1; +o0] tels que f(z) = f(y) :
(z-1)2+2=(y-1)0°+2= (-1’ =(@y—-1) = |z -1 =|y—1].

Orz>lety>1,donce—1>0et y—12>0: les valeurs absolues se retirent sans changement de
signe.
r—1l=y—-1=2zx=y.

Donc f est injective.

A L’hypothése = > 1 est essentielle. Sur R tout entier, f(0) = f(2) = 3 : application ne serait
pas injective.
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2) a) f1({2}) = {x ER* / 1+ a% :2}. Or

1 1
1+—2:2<:>—2:1<:>a72:1<:>:c:10ux:—1.
x T

Donc f~1({2}) = {-1;1}.
b) L’élément 2 posseéde deur antécédents distincts, —1 et 1 : f n’est pas injective.
c) Soient z,y € |—o0; 0] tels que g(z) = g(y) :
1+ 5 =1+5 ==y = |z = y].
T Y

Orz<0ety<0,donc |z|=—x et |yl = —y, d'ot —x = —y et z = y. Donc g est injective.

1.17 Application surjective

DEFINITION 18

Soit f une application de E vers F. On dit que f est surjective si tout élément de F' a au moins
un antécédent dans E par f :

[ surjective < [(Vy€ F)(3z € E), y = f(z)] < f(E)=F.

PROPRIETE 16 — Négation

[ n'est pas surjective <= [(Jy € F)(Vx € E), y # f(z)] < f(E)#F.

REMARQUE 15 — La rédaction type
Pour montrer que f est surjective, on se donne y € F' quelconque et I’'on résout I’équation f(z) =y
d’inconnue z, en vérifiant que la solution trouvée appartient bien a E.

La surjectivité dépend de I’ensemble d’arrivée : la méme formule peut étre surjective ou non selon
le F' choisi. C’est pourquoi on écrit toujours f : £ — F' en entier.

APPLICATION 20

1
1) Montrer que f : |—o0;4[ = |—o0; 1[, = — v

1 est surjective.

1
2) Soit g la restriction de z — 1+ — & ]—00; 0], a valeurs dans R.
7
a) Résoudre dans |—oo; 0] I'équation g(x) = 0.

b) En déduire que g n’est pas surjective.

1
3) Montrer que h : ]—00;0[ = ]1;+oo[, ¥ = 1 + — est surjective.
@
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SOLUTION 20

1) Soit y € ]—o0; 1], donc y < 1. Résolvons f(x) = y d’inconnue z € |—o0; 4] :

r+1

4:y<:>a:+1:y(x—4) (licite car = # 4)
$_
—rt+l=yr—-dy<—=zr—yr=—-4y—1
4y +1
= zr(l-y)=—{4y+1l) <=z = y+1 (licite car y # 1).
y—

Il reste a vérifier que ce = appartient bien & |—o0;4][ :

4y +1
y—1

<Ad=dy+1>4@y—-1)=dy+1>4y—4<=1> —4,

(inégalité change de sens car y — 1 < 0), ce qui est toujours vrai.
Conclusion : Tout y de |—o0; 1] admet un antécédent : f est surjective.

1 1
2) a)l+ — = 0<= — = —1, ce qui est impossible car — > 0. L’équation n’a aucune solution.
x T x

b) L’élément 0 de I'ensemble d’arrivée R n’a aucun antécédent : g n’est pas surjective.
3) Soit y € ]1;4+00[, donc y > 1 et y — 1 > 0. Résolvons h(z) = y d’inconnue = < 0 :

1 1 9 1 1 -1
1+ s=y<= s =y—-l<=2"=—— <z = ouzx =

z2 x2 y—1 Vy—1 y—1

Comme on cherche x < 0, on retient x = , qui est bien strictement négatif.

<
||| —
|

Conclusion : h est surjective.

Remarque : comparer 2) et 3) : ¢’est la méme formule. Seul l'ensemble d’arrivée a changé, et cela suffit a rendre
lapplication surjective.

1.18 Application bijective

DEFINITION 19

Soit f une application de F vers F. On dit que f est bijective si tout élément de F' a exactement
un antécédent dans F :

[ bijective <= [(Vy € F)(3lz € E), y = f(z)] <= (f injective et f surjective).

PROPRIETE 17 — Négation

f n’est pas bijective <= f n’est pas injective ou f n’est pas surjective.

REMARQUE 16 — La méthode la plus rapide

En pratique, pour montrer qu’'une application est bijective, on ne démontre pas toujours séparément
Iinjectivité et la surjectivité. Il est souvent plus rapide de montrer directement que, pour tout
y € F, ’équation f(x) =y admet une unique solution dans E : l'existence donne la surjectivité,
I'unicité donne l’injectivité.
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APPLICATION 21

Montrer que 'application
fR+—>[ 11[ ’_>x2—1
: -1, TS5
3 x2+3

est bijective.

SOLUTION 21

Soit y € [—%; 1[. Résolvons f(r) = y d’inconnue = € RT. Remarquons d’abord que 22 +3 > 0 : le
quotient est toujours défini.

a? =1 2 2 2 2
$2+3:y<:>:c —1:y(:6 -|-3)<:>x —1=yx"+ 3y
3 1
—=2?(1-—y)=3y+1=2?= 1y+ (licite car y # 1).
-y

Etape 1 : Le second membre est positif. Comme —% <y<l,onady+1>0et1—y>0,donc

3 1 3 1
y+ > 0 : 'équation x? = sy+1
1-y 1-y

Etape 2 : Unicité de la solution positive. Dans R,

a bien un sens.

3 1 3 1
2 _ Sy + o Y+ ’
I—-y -y

car la racine carrée est 'unique solution positive. Il existe donc un et un seul z € R* tel que

f(x)=y.

Conclusion : f est bijective.

T

2

-1
Controle. f(0) = 3 la borne gauche est atteinte. Et :1;2 T3
T
valoir 1 : la borne droite est exclue. L’ensemble d’arrivée est donc bien choisi.

— 1 quand x — 400 sans jamais

1.19 Application réciproque d’une bijection

DEFINITION 20

Soit f : E — F une application bijective. En associant a tout élément y de F' son unique antécédent
par f, on définit une application de F' vers F, appelée bijection réciproque de f — ou simplement
réciproque de f — et notée 1.

Elle est caractérisée par 1’équivalence

{yzf(w) - {x:f—1<y>
zeFE yeF

REMARQUE 17 — Comment la déterminer en pratique
Pour trouver 'expression de f~!, on résout ’équation f(r) = y d’inconnue =z : la solution obtenue,

exprimée en fonction de y, est f~1(y). C'est exactement le calcul déja fait pour montrer la surjectivité
— on ne refait donc pas le travail deux fois.
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PROPRIETE 18

Si f: E — F est bijective, alors f~! : F — E est bijective et

(Vz € B), T (f@) =2 et (WeF), f(f7'W) =y

Autrement dit f~'of=1Idg et fof~! =Idp.

APPLICATION 22

Déterminer la bijection réciproque de ’application f du paragraphe précédent.

SOLUTION 22
3y+1
Le calcul a déja été fait : pour y € [—%; 1 [, I'unique antécédent est x = 1y + . Donc
-y

1 3 1
f_lz[——;l[—>R+, Y — y+ .
3 1—y
z2—1
Vérification. Pour z € RT, posons y = —5—- Alors
z¢ 43
322 —-3+2%+3
3y+1 2+ 3 _4_952_1,2
1-y  z243—-224+41 4 7
22 +3

donc f~1(f(x)) = Va2 = |z| = x puisque = > 0. v’

1.20 Composition des applications

DEFINITION 21

Soient f une application de F vers F' et g une application de F' vers GG. L’application h de E vers G
définie par h(z) = g(f(x)) est appelée la composée de f et g dans cet ordre. On la note go f :

gof:E—=G, (VxekE), (gof)(z)=g(f(x)).

A\ L’ordre de lecture. Dans go f, c’est f qui agit en premier. On lit « g rond f » mais on calcule f
d’abord. Pour que g o f ait un sens, il faut que I’ensemble d’arrivée de f soit I’ensemble de départ de g.
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PROPRIETE 19

» La composition n’est pas commutative : en général go f # f o g (les deux n’ont méme pas
toujours un sens).

» La composition est associative : (go f)oh =go(foh).

» On note Idg : E — FE, x — x Papplication identité de E. Pour toute application f: F — F :

fOIdE:f et IdFOf:f

PROPRIETE 20 — Composition et injectivité, surjectivité, bijectivité

Soient f: E — F et g: F'— G deux applications.

» Si f et g sont injectives, alors g o f est injective.

» Si f et g sont surjectives, alors g o f est surjective.
» Si f et g sont bijectives, alors g o f est bijective, et

(gof)t=flog™!

REMARQUE 18

Noter I'inversion de ’ordre dans la derniére formule : la réciproque de « f puis g » est « ¢~ puis
f~1 ». C’est 'image de la chaussette et de la chaussure : on enfile la chaussette puis la chaussure, on
retire la chaussure puis la chaussette.

Démonstration du premier point :
Supposons f et g injectives, et soient z,y € E tels que (go f)(z) = (go f)(y), c’est-a-dire g(f(x)) = g(f(v)).
Comme g est injective, f(x) = f(y); comme f est injective, z = y. Donc g o f est injective.

APPLICATION 23
On considere les applications
fRoRY, z—2242 e ¢g:R" SR, 23+

Déterminer go f, foget fof.

SOLUTION 23

e go f. L’ensemble d’arrivée de f est R*, qui est 'ensemble de départ de g : la composée a un sens,
de R vers R.

(90 )(@) = g(f(@)) =g (a2 +2) =3+ Va +2.
e fog. L’ensemble d’arrivée de g est R, qui est I’ensemble de départ de f : la composée a un sens, de
R* vers RT. )
(fog)(@) = flg9(x)) =f B+ Vz) =3+ Vz) +2

e fo f. Attention : larrivée de f est RT et son départ est R; comme RT C R, la composée a un sens,
de R vers RT.

(fof)(x) =f(:v2+2) = (x2+2)2+2.

Remarque : go f # fog, ce qui confirme que la composition n’est pas commutative : les deux applications n’ont
d’ailleurs ni le méme ensemble de départ ni le méme ensemble d’arrivée.
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Fiche résumé

Partie | — Les ensembles
Notion A retenir
Ecriture En extension (liste) ou en compréhension (propriété).
Inclusion ACB <<= [(Vz), € A=z € B]
Egalité A=B<= (AC Bet BCA) — la double inclusion est la méthode
reine.
Parties A€ P(E) < AC E;sicard(E) = n alors card(P(E)) = 2".
Complémentaire Z:{xEE/:E¢A};j:A;ACB<:>§CZ.

Intersection, réunion

r€ANB<= (r€ ANz e€B);z € AUB<= (r € AVz € B).

De Morgan ANB=AUB; AUB=ANB
Distributivité AN(BUC)=(ANB)UANC); AU(BNC)=(AUB)N(AUQC)
Différence A\ B = AN B; non commutative.

Différence symétrique

AAB = (A\ B)U(B\ A) = (AUB)\ (AN B).

Produit cartésien

ExF={(x;y) /r € E, yc F}; (v;y) = (2";9) <= (x=2"et y =).

Partie Il — Les applications
Notion A retenir
Application Vze E)3y € F), y= f(x).

Image directe

f(A)={f(x) /JzeA};ye f(A) = (Fr e A), y= [f(z)

Image réciproque

fFYC)={x e E/ f(z)eC};x € f1(C) < f(x) € C. Ne suppose
pas f bijective.

Opérations f(AUB) = f(A)U f(B) mais seulement f(ANB) C f(A)N f(B);
£~ respecte U et N.
Egalité f = g <= mémes départ, méme arrivée, mémes images.
Restriction / La restriction est unique; un prolongement ne ’est pas.
prolongement
Injective f(@) = f(y) = = =y — tout élément de F' a au plus un antécédent.
Surjective (Vy € F)(3x € E), y = f(x), soit f(E) =F — au moins un antécédent.
Bijective injective et surjective — exactement un antécédent.
Réciproque f~! s’obtient en résolvant f(x) = y d’inconnue z; f~'o f = Idg et
fo ffl =Idp.
Composition (go f)(@) = g(f(x)) ; associative, non commutative; (go f)~* = f~tog™t.

RAPPEL — Les quatre réflexes du chapitre

1. Pour une égalité d’ensembles, penser double inclusion — ou, mieux, enchainer des équiva-
lences sur « & € ... ».

2. Toute démonstration ensembliste est une démonstration logique déguisée. On traduit N
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en « et », Uen « ou » -en « non », et 'on applique le chapitre 01.

3. Pour déterminer un ensemble en extension, procéder par analyse puis syntheése : les
conditions nécessaires donnent une inclusion, la vérification donne l'autre.

4. Pour la surjectivité et la réciproque, résoudre f(z) =y d’inconnue x — et toujours vérifier
que la solution appartient a ’ensemble de départ.

RAPPEL — Vérification effectuée

Tous les exemples de ce chapitre ont été controlés par calcul symbolique : ensembles écrits en extension,
images directes et réciproques, injectivité, surjectivité, bijection réciproque et compositions. Aucune
erreur n’a été relevée dans les documents sources.

Document préparé par Khalid Legdani — Lycée Technique Settat

Cours, exercices et vidéos : www.lyceemaroc.com
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